Parte 4, 1

Funzione di trasferimento

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 2

Sistemi lineari a tempo continuo

Definizione di FdT e proprieta

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 3

Trasformata di un vettore

_ ml.(t) _

x(t) =

2a(t)

b X1(s)
X(s) = Llz(®)] = |
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Parte 4, 4

- Proprieta’
LIAz(1)] = AL[z(1)]

_ Llz(t)] 1| sX1(s) —1(0) _

Lla(t)] = :
 Llzn(t)] |

s Xn(s) _ rn(0) |

= sX(s) — z(0)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4,5
- Sistemi dinamici lineari stazionari

xr = Ax + Bu
y = Cx + Du

Operando la trasf. di L. ad ambo i membri dell’eq. di stato:

sX(s) —xz(0) = AX(s) + BU(s)
b (sI — A)X(s) =x(0) + BU(s)

L { X(s) = (sI — A)~12(0) 4+ (sI — A)~LBU(s)
Y(s) =CX(s)+ DU(s)

/

Y(s) = C(SI—A)_1$(0>+[C(SI — A 1B+ D] U(s)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 6

-Quando (0) = O

P Xn nXxXn nXxXmpPXm

A
b Y(s) = [C’(s]— A~ 1B —I—D} U(s)

— _/
V

G(s)

Funzione di trasferimento

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 7

 G11(s) .- Glﬂ.z(s)_
G(s) = Gi1:(8) Gmxs)
 Gpa(s) - Gpm(s) |

Yi(s) = ) Gij(s)U;(s)
=1

= Gi1(s)U1(s) + Gia(s)Ua(s) + -

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



- Quando

x(0) =0

up(t) =0, kE#j

Prof. Thomas Parisini

L

Parte 4, 8

(sovrapposizione effetti)

Gii(s) =

Yi(s)
U;(s)

Fondamenti di Automatica



- Sistemi dinamici lineari SISO

r = Az + Bu
t),y(t) € R
S SEERIONTO

1Xxn nXxn nx1l 1x1

P —A
Y(s) = [C(sl —A)"1B+ D] U(s)

— _/
V

1x1

Parte 4, 9

x(0) =0

Funzione di trasferimento scalare

b | G = 58

y(t)‘

G(s)

Prof. Thomas Parisini
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Parte 4, 10
Rappresentazione di un sistema dinamico lineare stazionario
a tempo continuo

Rappresentazione Interna | Rappresentazione Esterna
|
|

T

(4,B,C,D) i G(s) = [C(SI — A~ 1B+ D]
r = Ax + Bu | Y(s) = G(s)U(s)
y = Cx + Du | (con z(0) = 0)

\:_/

I ? A\ H H /4
Y = Realizzazione

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 11
Rappresentazione di un sistema dinamico lineare stazionario
a tempo continuo

Rappresentazione Interna Rappresentazione Esterna

u(t) |

- (A7B7C7D)

v
N

Si tiene conto della struttura
“interna” del sistema

y(t) i u(t) . y(t)

Rappresentazione IN/OUT
del sistema

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 12

Funz. di trasferimento di sistemi equivalenti

Ricordiamo:
(A7 B? C? D) ~ (AA7 B? 6’7 D)
r = Ax + Bu T € R**" det(T) £#0
y = Cx + Du
L v, v=T"1%
|-> T=TAT 1% + TBu
y=CT 1% + Du
r = Ax + Bu ¥ = A7 + Bu
[o=fot D wm {22220

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 13
G(s)=C(sI —A)~1B+ D

—C [T‘l (31 - TAT_l)_l T] B+ D

C [T_l (STT_l _ TAT_l)_l T] B4+ D

—C [T‘l (T(sl - A)T‘l)_l T] B+ D

=C |77 (s - A)~' 7717\ B+ D

=C|(sI-A) ' B+D

= G(s)

L La funzione di trasferimento non dipende dalla particolare scelta di
variabili di stato considerata per la rappresentazione interna

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



- Esempio 1

y(t) = ku(t)

b Y (s) = kU(s)
b G(s) =k

u(t)

Parte 4, 14

y(t)‘

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica



Parte 4, 15

- Esempio 2

{x:u A=0 B=1: C=1: D=0
y—

b G(S)ZC’[(SI—A)_l}B—I—D:E

ul®) |1 y(@)

Integratore

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 16

- Esempio 3

{“7:_37 Y A=_1B=1C=2 D=0
Yy = 2x

2
s+ 1

G(s) =C {(sl _ A)—l} B+ D=

u(t) | 2 y(t) |

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 17

- Esempio 4
1= 0 1 0
<a'32=u == = ==
= — A [o o]B ll]c 10|

G(s)=C|(sI —A)" ' B+D
=[vo]|3 ] |8
=[10]35 |9

— 3—2 Doppio integratore

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



- Esempio 5

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 18
r1 = X2
. k h 1
To—=——x] — —X —u
2 (ALY, 2+M

h
k| k4
M M

17 o] 1
s ||| Ms2+hs+k

Fondamenti di Automatica



Osservazione:

My = —hy — ky + u

Parte 4, 19

y(0) =0; y(0) =0

|» Ms?Y (s) = —hsY (s) — kY (s) 4+ U(s)

b G =

Y(s) _

U(s) Ms?

hs

Prof. Thomas Parisini
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Parte 4, 20

- Proprieta’ della FDT — Caso LTI SISO a tempo continuo

G(s)=C|(sI—A)'|B+D

(sI — A"t =

(s)—ai1 —ai2
—ap1 (89— ago

—an1]

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica



Parte 4, 21

Matrice compl. algebrici

;
1 1
(sT—A)" det(sl A) K(s)

o det(slI—A)= 0(s) polinomio di grado n

e K(s5)= [kij(s), i j = 1n]

k;;(s) polinomio digrado < mn, Vi, j

1 3 1 M (s)
o C(sI—A) det( T~ A) CKES)Z? = o05)
M(s)

M(s) polinomiodigrado < n

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



G(s)=C (s — A~ !B

D

_ M(s)

Parte 4, 22

— p(s)

_ M(8) 4+ Dg(s) _ N(s)

©(s)

 p(s)

e N(s) polinomiodigrado n

@ se D=0

b N(s) polinomiodigrado < n

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica



Parte 4, 23

- In conclusione (caso SISO):

N(s)

o G(S) —

funzione razionale (rapporto di polinomi) in s

- o p(s) =det(sI —A) polinomiodigrado n

e N(s) hagrado m<mn
—n solose D #*0

\.

salvo cancellazioni

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 24

- Se ci sono fattori comuni:

N(s)
p(s)

G(s) =

e ©(s) e unfattoredi @(s) digrado v < n

e N(s) hagrado m <V
— vV solose D #0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 25

- Esempio 1
(. [1 o0 0
SRAEHE
9 n =2
Ly =[1 1]z

-1
G(s) = [1 1][8 A 1 [ ]

0
=h ”<S_1><3+1>[ 3_1”1]
1
_|_

(s—B(s+1) s+1

b p(s) =s+ 1 e unfattoredi @(s) =(s+1)(s—1)
digrado 1 < 2

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 4, 26

’:i;lle 0
S To=x1— 2o+ u x(0)=[O]
Yy =x1+ a2

r1 = xq ‘ x1(t) =0,Vt>0

b { 5;32:;}{?1—;2 + u

P

1
G(S) — 3—'——1

b La parte della dinamica descrittada 1 e “nascosta”

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 27

- Esempio 2
[ 1 1 1
r = a:—l—[ ]u
< [O—J 1 5
L y=1[0 1]z
1 —1
G(s)-[on[ Y [ ]

(s=—D(s+1) s

s+ 1 1
=0 ]<s—1><s+1>[ 8—1”1]

1

1

b p(s) =s+ 1 e unfattoredi @(s) =(s+1)(s—1)
digrado 1 < 2

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 4, 28

(21 =21+ 20+

Y
T2 = —T2 +u ‘ questa parte della dinamica evolve senza
| Y = T2 essere influenzata dall’'evoluzione di z1(t)

4

la parte della dinamica descrittada x1 e “nascosta”

G(s) = 1

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 29

- Significato delle cancellazioni?

cancellazioni in  G'(s) ﬁ presenza di parti “nascoste”

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 30

Sistemi SISO — def. alternativa di FDT
Sistemi a tempo continuo

u() = 8(t) 7 y(®

x(0) =0

w(t) = 6(¢) = U(s)=L[6@)] =1

Y@ Y(s)
b o= = =Y

owero G(s) =L [risposta aII’impuIso}

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 31

Poli e zeri di una FDT: sistemi a tempo continuo

N(s)
G(s) =

©(s)

® Poli: radicidi (s) x
T Im(s)
e Zeri: radicidi N(s) ©
> - -— >
Re (s)
i

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



- Proprieta’

O I poli sono autovalori

Parte 4, 32

@ Un autovalore puo™ non essere un polo in caso di cancellazioni
(vedi esempi)

® La stabilita’ dipende dai poli

As. stabilita

)

salvo cancellazioni

Re (poli) <0

® Nr. zeri

Prof. Thomas Parisini

< Nr. poli

Fondamenti di Automatica



Parte 4, 33

Parametrizzazione della FdT: Esempio

Parametri:

452 + 12s
G p— = 4, = :|_27 =0
(s) 4 353 1 057 B2 b1 5o

ag =1, a3=3, a0 =2, a1 =ag=0

_ 7{(3 + 3) Paramettri:
s2(s+ 1)(s+2) o=4,21=-3
p1207p2:_17p3:_2

S Parametri:
_343 (1+§> ,LL=6,T1=1/3
o =1 =1/2
812<1+8)<1+%> 1 y T2 /

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 34

- Diverse parametrizzazioni di una FDT

(1) Parametrizzazione secondo i coefficienti dei polinomi
al numeratore ed al denominatore

Bms™ + Br_15""t + -+ B1s + Bo
ans™ + an_lsn_l + - F a1+ ap

G(s) =

Parametri: (3, o

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 35

(2) Parametrizzazione secondo poli e zeri

— Zer| (col segno cambiato)

costante di trasferimento Poll (col segno cambiato)

Parametri: 0, 24, Pg

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 36

Gs) = o (F T2+ 22) - (54 2m)

— se z;,p; € N, V1
G p) (5 +pa) - (54 pn)

1= 7
= 0 e i
L 5+ 1)
)
= | I (1+2)

e @ 0 —% )
____ 24 Ps

g tipo del sistema \ 11 guadagno —~—

costanti di tempo

~

-
i
NpiR=E

g ‘= (Nrpoliin s =0)-(Nr.zeriin s =0)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Rappresentazione alternativa nel caso di poli/zeri complessi:

Parte 4, 37

/w,,%=02—|—w

U.)fn,g:O-

\wn\/1—§2=w/

W, Pulsazione naturale
COSa =&  Smorzamento 0<€L<1
o

L

Prof. Thomas Parisini

G(s) =

s2 4 28wns + w,,%

Fondamenti di Automatica



Quindi dalla parametrizzazione di tipo (2) si ha:

G(s) = 2 = c
(s+oc+jw)(s+o—jw) (s+0)2+ w?
s2 4 2054+ 02 4+ w2 s2 + 2&wns + w%
—— —
_ o/w _ 1
IR 2 1 R 2 1
1 €s I 282 1 gs I 232
W, w5 W, w5

0
dove = —
M w%

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 38
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Parte 4, 39

Pertanto: se alcuni zeri e/o poli sono complessi si puo scrivere:

a )

2¢;
| I e (T2 +2) 11 (1 +a—;s+ﬁsz)
G(S) = —|o L L v 0 ni
2 .
D 1Ipi [lwz (1 + p%) 11 (1 n 5—5?5 n w%*SQ)

() ()

JZ i ni

\

\_

g tipo del sistema ft guadagno .
— =T ~ =7
) Di
costanti di tempo
g = (Nr.poliins =0)- (Nr.zeriin s = Q)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 40

(3) Parametrizzazione secondo costanti di tempo

[T +7s) ] (1 + gy a;g)

Koo i
G(s) =
s9 H(]_—I—TiS) H(1+%S+wl2,52)

Parametri: M, g, T’ia T3y Ci? 0792 gi) Wnya

//

Guadagno (?!)
ha a che fare con il guadagno statico ?7?7?

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 41

- Guadagno per sistemi a tempo continuo

G(s)=C(sI—A)" 1B+ D

b G(8)|g—pg = —CA B+ D

e Se g=20
b u=G(0)=-CA 1B+ D= guadagno statico g
U
e Ingenerale,se g #*= 0
guadagno “generalizzato”

b uw = lim s9G(s)
s—0

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini



Guadagno statico

N

Parte 4, 42

Guadagno della FDT U

[u = _—CA B4+ D (=G(0))

p= G(O)J

Prof. Thomas Parisini

n=-CA !B+ D=0

NON DEFINITO

(= G(0))

©w = lim s9G(s)
s—0

©w=lim s9G(s)
s—0

Fondamenti di Automatica



Parte 4, 43

Sistemi lineari a tempo discreto

Definizione di FdT e proprieta

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 44

Movimento (caso scalare- n=1 )

{ x(k+ 1) = ax(k) 4+ bu(k) 2(0) = 7
y(k) = cx(k) + du(k) u(k),k >0

_ k= it
b (k) =a"x+ Z a bu (1)

1=20

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 45
... con le Z-trasformate:

2 {o(k + 1)} = 2 {az(k) + bu(k))
~ 2X(z) —zx = aX(z2) +bU(2)
b (- a)X(2) = 27 + bU(2)

L X(z)zzz T - baU(z)

usando la proprieta  Z[f(k) * g(k)] = F(2) - G(2)

Z

e la trasformata notevole Z[a"1(k)] =

k—1 |
z-1 b (k) = Z7HX ()} =dz+ Y " lbu(), k>0
1=20

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 46

Movimento dello stato: caso generale

k—1
z(k) = ARz 4+ S AR Bu(h)

) =

Come determino questa espressione?
Posso utilizzare anche in questo caso
la Z—trasformata?

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 47

Movimento dell’'uscita: caso generale

k—1
y(k) =C Az +C Y A1 Bu(i) + Du(k)
1=20

£

Come determino questa espressione?
Posso utilizzare anche in questo caso
la Z—trasformata?

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Z-Trasformata di un vettore

x(k) =

B X() = Z{e(r)) 2

Prof. Thomas Parisini

i xl-(k) _

| 2a(k)

Parte 4, 48

Fondamenti di Automatica



Parte 4, 49

- Proprieta
Z{Az(k)} = AZ {z(k)}

_ Z{ml(l:C + 1)}

Zir(k+ 1)} =

2 {an(k+ 1)}
2 (Xl(Z)_— 21(0)) |

2 (Xn(2) — 2n(0))

= z[X(z) —2(0)]

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 4, 50

- Sistemi dinamici lineari stazionari

| y(k) = Ca(k)

C2(k+ 1) = Az(k) + Bu(k)

Du(k)

Operando la Z-trasformata ad ambo i membri dell’ eq. di stato:

z[X(2) —2(0)] = AX(2) + BU(z)

L (2] — A)X(2) : NB!

b <( X (2) =@— A)_lzml()(p—— (21 —

Y (2) =CX(z) + DU(2)

Y(2) =C(zI-A)"1zz(0 [C’(zl — A~ 1B+ D] U(z)

—1BU(2)

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica



Parte 4, 51

-Quando (0) = O

an nXxXn nXxXmpPXm

A

b Y(z2) = [C’(z[ A~ 1B+ D] U(z)

— _/
V

p X m

G(2)

Funzione di trasferimento

: . k—1 _
Per’ il | movimento f_orzato yr(k) = C Z Ak—i—1 Bu(i) + Du(k)
dell” uscita avevamo scritto i=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



. . . Parte 4, 52
In generale (m ingressi, p uscite)

_Gll_(Z) Glfn_q,(Z)_
G(z) = Gu:(z) Gmgcz)
 Gp(2) - Gpmla)

Yi(z) = Gii(2)U;(2)
1=1

= G;1(2)U1(2) + Gio(2)Ua(2) + - -

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



- Quando

x(0) =0

up(k) =0, h#j

Prof. Thomas Parisini

L

Parte 4, 53

sovrapposizione degli effetti

Gii(z) =

Yi(2)

U;(2)

Fondamenti di Automatica



Parte 4, 54
- Sistemi dinamici lineari SISO

{ z(k+ 1) = Az(k) 4+ Bu(k) w(k),y(k) e R z(0) =0
y(k) = Cz(k) + Du(k)

1Xxn nXxn nx1l 1x1

A A
Y(2) = [C(zz —A)-1B+ D] U(2)

— _/
V

1x1

Funzione di trasferimento scalare

b G(z) = gz;

y(k)

G(z)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 55
Rappresentazione di un sistema dinamico lineare
stazionario a tempo discreto.

Rappresentazione Interna | Rappresentazione Esterna
I
I

T

(A, B,C,D) G(2) = [C’(zl—A)_lB—I—D}

: Y(z) = G(2)U(z)
| (con z(0) = 0)

{ z(k+ 1) = Az(k) 4+ Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)
\:_/

I 11 - - 1 /4
- ? Realizzazione

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 56
Rappresentazione di un sistema dinamico lineare
stazionario a tempo discreto.

Rappresentazione Interna Rappresentazione Esterna

u(k) | y(k)‘

(A7 B7 C) D)

Si tiene conto della struttura
“interna” del sistema

~
~

™
~
<
—~

N
N

Rappresentazione IN/OUT
del sistema

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 57
Funzioni di trasferimento di sistemi equivalenti

Ricordiamo: (A, B, C, D) N (AA, E, C«) D)

{ z(k+ 1) = Az(k) 4+ Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k) T € RvXn. det(T) =+ 0

z(k) = Tz(k), x(k)=T"1z(k)

( Z#(k+ 1) =TAT 12(k) + TBu(k)

| y(k) = CT~ 12 (k) + Du(k)

z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) h{ Z(k 4+ 1) = Az(k) + Bu(k)
{ y(k) = Cz(k) + Du(k) y(k) = Cz(k) + Du(k)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 58

G(z)=C(I-A)"1B+D
=C [T‘l (21 — TAT_l)_l T] B+ D
=C [T_l (27771 - TAT_l)_l T] B+ D
=C :T_l (T(z[ - A)T‘l)_l T] B+ D

=C |17 (21 - A)~'1771T| B+ D

=C|(zI-A)"'B+D

= G(z2)

b La funzione di trasferimento non dipende dalla
particolare scelta di variabili di stato considerata per la
rappresentazione internal!

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 4, 59
- Esempio 1

“Le spese nell” anno k
sono  proporzionali al ™= y(k) = «a - u(k)

reddito nell’ anno k”

b Y(2)=a - U(z) u(k) ‘ y(k)

84

b Sistema algebrico
G(z) = «

Funzione di trasferimento puramente algebrica

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 60

- Esempio 2
[ 2(k+ 1) = u(k)

< A=0 B=1: C=1; D=0
- y(k) = z(k)

b G(Z):C[(ZI—A)_l]B—FD:é

u(k) | 1 y(k):

Ritardo finito (pari ad 1 passo)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 61

- Esempio 3 <( r(k+ 1) = —z(k) + u(k)
y(k) = 2z (k)

A=-1. B=1, C=2; D=0

b G(z) = (z[ A~ }B—l—D:Z_'Q_1
ub) [ 2 |ulk)
' z+1 '

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



- Parte 4, 62
- Esempio 4

<f x(k+1) =x2(k) + u(k)
y(k) = z(k)

1
z—1

bG(z) Cl(zI-A) Y B+D=

u(k) | 1 y(k):

Integratore a tempo discreto (formula di Eulero “in avanti”)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 63
Osservazione:
funzione di trasferimento ed equazioni alle differenze

Partiamo da y(k+n) = —ajy(k+n—1) —asry(k4+n—-2)4+...
—an y(k)+bo u(k+m)+bru(k+m—1)+...+bm u(k)

Siano nulle tutte le condizioni iniziali ed applichiamo la Z-Trasformata ad
entrambi i membri dell’ espressione

Y (2) = —a12" Y () — - —an Y (2)
+bo 2" U(2z)+ -+ b U(2)
R

G(z) =

Y(2) bgzm4br2m 4+ by 124 b
U(z)  z"4a12"1+---+4a, 12z+an

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



= Parte 4, 64
- Esempio 5

y(k+1) = y(k) +u(k+1)

_Y(z) =z
CU(z) z-1

G(2)

. =

ekt D =aB)+u®)  u@) [ [y
| y(k) = x(k) + u(k) 1 -1 :

Integratore discreto (formula di Eulero “all’ indietro™)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 65

- Proprieta della FDT — Caso SISO

G(z) =C|(zI - A)"'|B+D

i L—1
(z)—a11 —a12 -+ —aip
(2 — A)~! = —Cf21 (2)— a2 :
| —ap (2)— ann _

Valgono considerazioni analoghe a quelle fatte per le FDT di sistemi a
tempo continuo.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Matrice compl. algebrici

/\/
1 1
(I =A) == det (21 — A) K(z)

e det(zl—A) = p(z) polinomio di grado N
© K(2) = [kij(2), i, =1,....n]

k;;(z) polinomio digrado < m, Vi,j

o C(zI-—A)1B= - CK(2)B =

M(z) polinomio digrado < n

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



G(z)=C(zI—A)"'B

D

_ M(z)

Parte 4, 67

 e(2)

_ M(2) + De(z) _ N(2)
©(2)

p(z)

e N(z) polinomiodigrado m

@ se D=0

b N(z) polinomiodigrado < n

Prof. Thomas Parisini
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- In conclusione (caso SISO):

N(z)
p(z)

- o (z) =det(zI — A) polinomiodigrado n

G(z) =

funzione razionale (rapporto di polinomi) in 2z

e N(z) hagrado m<mn
—n solose D #*0

\.

salvo cancellazioni

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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- Se ci sono fattori comuni:

N (=)

“) =20

e ¢(z) éunfattoredi (z) digrado v < n

e N(z2) hagado m<v
— vV solose D #0

Valgono le medesime considerazioni fatte per i sistemi
a tempo continuo!
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- Parte 4, 70
- Esempio 1

’

1 —2 1
z(k+1) = 1 x(k)+[1]u(k) n =2
< 0 5.

| y(k) = [0 2] z(k)

G(z) = [0 2]

ASY
—~
N
N——"
|
N
_|_
I
(DA
=
)
Q
=
@]
-
(©)
&
AS)
/N
N
N——"
|

(w%) (x—1)

digrado 1 < 2

Prof. Thomas Parisini
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Parte 4, 71

(z1(k+ 1) = z1(k) — 222(k) + u(k)

g 1
zo(k+ 1) = —5’1?2(/6) + u(k)

\

Prof. Thomas Parisini

(k) = 222(k)

~N

J

questa parte della dinamica evolve senza
essere influenzata dall’'evoluzione di 1 (k)

A 4

la parte della dinamica descrittada x1 € “nascosta”

z+1

Fondamenti di Automatica
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- Significato delle cancellazioni?

cancellazioniin G(z) <mmm)  presenza di parti “nascoste”

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Sistemi SISO
definizione alternativa di FDT

w(k) = 5(k) ‘ y(k)

x(0) =0

w(k) =6(k) mmhp U(k) =Z[6(k)] =1

YR YR _
b oce = =1 =Y

owero G(z) =2Z [risposta aII’impuIso}

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



= Parte 4, 74
- Esempio 2

Dato il sistema descritto dall’ equazione alle differenze

y(k+2) = 1.5y(k+1) - 05y(k) +u(k+1)

si determini la sua risposta impulsiva, a partire da condizioni iniziali
tutte nulle.

Y(z) z
U(z) 22-15240.5

G(z) =

Uk) = Z[6(k)] = 1

Z

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Vs

Yimp(2) = (2 —05) (2 — 1)

Yimp(z) 1 Ci1 , Con
2z - (z2-05)(z—-1) T 2-05  2-1

C lim L = -2 Cr1 = Iim !
1.1 _z—>05(z—1) RPN | (2—05)

Yimp(k) = —2 [(%)k - 1] 1(k)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 76

Poli e zeri di una FDT per un sistema a tempo discreto

® Poli: radicidi p(z) x

e Zeri: radicidi N (z)

Valgono le medesime
considerazioni fatte per i
sistemi a tempo continuo!

O

N(z)
G(z) =
p(2)
1 Im (2)
e - -— >
Re (2)

Prof. Thomas Parisini
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- Proprieta

Valgono considerazioni analoghe a quelle
fatte per le FDT di sistemi a tempo continuo!

O I poli sono autovalori

@ Un autovalore puo non essere un polo in caso di cancellazioni
(vedi esempi)

® La stabilita dipende dai poli

As. stabilit =) | (poli)| < 1

salvo cancellazioni

© Nrzeri < Nrpoli

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Osservazione: stabilita BIBO e stabilita interna
per sistemi a tempo discreto

Ora possiamo affermare che

Stabilita asintotica

Stabilita BIBO

Solo se non ci sono cancellazioni!

Valgono considerazioni analoghe a quelle fatte
per le FDT di sistemi a tempo continuo!

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 4, 79

-Diverse parametrizzazioni di una FDT
per sistemi a tempo discreto

(1) Parametrizzazione secondo i coefficienti dei polinomi
al numeratore ed al denominatore

Bmz™ + P12 "1 + - + P12 + Bo
anz" + ap_12" 1+ -+ a1z 4+ ag

G(z) =

Parametri: (3, o

Valgono considerazioni analoghe a quelle fatte
per le FDT di sistemi a tempo continuo!

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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(2) Parametrizzazione secondo poli e zeri

ﬁ I Z\eri
6() =@ D(E—€2) (=~ m)

— T

costante di trasferimento Poli

Parametri: 7Y, 24, P;

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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se zi,pi €ER, Vi

) (r—22) - (2 — )
&) = TG =) - (o — pn)

(2 — 2
[~ ( i) Fattorizzo mettendo in

1 i
=y : _ evidenza il termine (z — 1)9
(z— 1@1_(2—@;)
7

7y costante di Valgono considerazioni analoghe a
trasferimento quelle fatte per le FDT di sistemi a
tempo continuo!

g tipo del sistema

g ‘= (Nrpoliin z=1)- (Nnzeriinz =1 )

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Se alcuni zeri e/o poli sono complessi si generalizza cosi:

o MG==) TI(:2 - 2eicos(@) = +¢F)
G(z) = (z — 1)D (z —p;) I (22 — 29p; cos(¥;) z + 1022)

() 1

z€C, 7 = gjet
g tipo del sistema pi€C, p;= ;e

“Y costante di trasferimento

g = (Nr.poliinz=+1)- (Nrzeriin z=+1)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Esempio

422 + 12z
24 4 23 232

G(z) =

#(z + 3)

- 4z%(z —1)(z+2)

Parte 4, 83

Parametri:

52:475121275020

ag =1, az3=1, ap=—-2, a1 =ag=20
Parametri:

7:4721:_3

p1207p2:17p3:_2

Prof. Thomas Parisini
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- Guadagno: definizione per sistemi a tempo discreto

Giz)=C(zI-A)"'B+D

b G(2),=1=7

Se g=20

®
b n=G(1)=C{ - A)~"1B+ D= guadagno statico

N

In generale, se g 7#*= O

®
b = Iiml(z — 1)Y9G(z) guadagno “generalizzato”
z—

Fondamenti di Automatica
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Guadagno della FDT U

p=1im(z—-1)79G(z)

p=1im(z—-1)79G(z)

: Guadagno statico y '
! 7 :
|
| !
9=0 1| u=cu-H1B+D (=6a)! p=00) |
: :
| |
| |
| |
I |
g<0 |u=C’(I—A)_1B—|—D:O(:G(1)):
: .
| |
| |
| |
| |
g>0 ! NON DEFINITO |
| |

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica



