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Trasformata Zeta

Segnali a tempo discreto
Equazioni alle differenze
La Z-trasformata: definizione e proprieta

Prof. Thomas Parisini F idi
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Definizione: segnale a tempo discreto

e Consideriamo una sequenza di istanti di tempo

...f__l <]!O 3 '{'1 < s {ﬂk R

¢ Si definisce segnale a tempo discreto una successione di valori
associati alla sequenza temporale considerata

Y
wp = w(ly)
e Sevaleche t; — fp._1 = 1., ¥k allora

wy, = wikTs)
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Segnali a tempo discreto

Prof. Thomas Parisini i di
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Alcuni segnali canonici a tempo discreto

Per semplicita in cio che segue
trascuriamo di indicare
esplicitamente I’ intervallo /5

Impulso unitario

) 1 per k=0
dk) =
0 per k=0

Prof. Thomas Parisini i di
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1 per k=nh
Impulso traslato  §(k — 1) =
0 per k#h

e Una sequenza qualsiasi a tempo discreto pud venir sempre
espressa come sommatoria di segnali § opportunamente traslati

w(k) = 6(k) +20(k— 1)+

Sk — 2+ 26(k — 3)
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Segnale wk) = a* per k>0
esponenziale e kB per k<0
w(k) = o* - 1(k) accC
Evidenziando il wlkTy) = of T 1T
campionamento
Rampa unitaria k per k>0
-u;(k} —
{ 0 per k<0

w(k) = k- 1(k)
Evidenziando il
campionamento w(kTs) = k- Ts- 1(kTs)
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. I 1 per £>0
Gradino unitario 1(k) =

0 per k<0

e La sequenza 1(k) e utile per
evidenziare che una sequenza w(k)
¢ identicamente nulla per istanti di
tempo negativi

w(k) = @(k) - 1(k) {mm) w(k) =

Prof. Thomas Parisini i di
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.(h)
Polinomio fattoriale di ordineh  f (k) = ]("}7' - 1(k)
!

. Si definisce ricorsivamente

k() IN W per h>0,k>h
| .
g 0 per h>0,k<h
Prof. Thomas Parisini i di
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«Si ottiene ED

o= k1)
(2) (k —
SR IGRORIG

EG) k(k—1)(k—2

= <%k3 - %kQ + %k) “1(k)
D k(k = 1)(k—2)(k - 3)

a - 41 ~1(k)

(1, 1, 1, 1
7<24k gk + 5k = gk ) 1)
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Altra notazione possibile: i coefficienti binomiali
E(h) k
U AR

<k> k(k—1)(k—2)---(k—h+1) [perh>0}

con

= ! E>h
1 [per h = 0]
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e (h)
« la sequenza f(k) = ? . 1(l<;)

sara fondamentale nello studio dei sistemi dinamici a tempo discreto!

k() th
f(k):W - 1(k) f(t)zm - 1(t)
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Segnale sinusoidale sin(wk) per k>0
w(k) =

{ per k<0

w(k) = sin(wk) « 1(k)

Evidenziando il
campionamento

w(kTy) = sin(QETY) - 1(kT5)

111| EOTPR SRR FRY
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Esempi

« segnali elettrici generati da suoni catturati attraverso un microfono (es.
persona al telefono), sottoposti a campionamento e digitalizzazione

sepets

. , L )
Tak T (EE Ta ¥ THF
rseli

Dave Bowman: “Open the pod bay doors, HAL. “

HAL: “I'm sorry, Dave. I'm afraid | can't do that. “

[2001: A Space Odyssey (1968) ]

durata: 7 s; campionamento: 48000 campioni al secondo; codifica in formato WAV (16 bit)
Prof. Thomas Parisini i di
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sl . i 4 | L
% Toa Thea Teas Ty THde Tady 58 TEEs TH

T
tampo fa}

J. Keating: “No matter what anybody tells you, words and ideas can change the world.” —
[Dead Poets Society (1989)]
durata: 6 s; campionamento: 48000 campioni al secondo; codifica in formato WAV

Prof. Thomas Parisini i di
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e segnali intrinsecamente a tempo discreto, come ad esempio quelli
delle cosiddette serie temporali (dati metereologici, geofisici,
economici ecc.)

dati dal
. 7/10/1993 al
i 3/08/1994

portata media giornaliera del Danubio a Donauwérth, dal 1/1/1985 al 31/12/2004 —
fonte: Universita di Wiirzburg — 7300 campioni (1 campione al giorno)

Prof. Thomas Parisini i di
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Equazioni alle differenze

Prof. Thomas Parisini
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Definizione

* Apartire dalla sequenza  {u(k)} k=0,1,2,--- si vuole elaborare
una seconda sequenza discreta {y(k)} k=0,1,2,---

Il campione generico della sequenza {y(k)} viene calcolato nel
medesimo istante in cui viene acquisito un nuovo campione di {u:(k)}

e La legge di calcolo del nuovo valore di y(k) & ricorsiva: il campione
all'istante k viene determinato in funzione di al piu tutti i campioni agli
istanti precedenti

y(k) = f(y(k = 1), ,y(1),y(0),u(k), u(k — 1), ,u(1),u(0))

Prof. Thomas Parisini F i di
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¢ Ricapitolando, una equazione alle differenze finite & una
equazione che ha come incognita una funzione a tempo
discreto (una successione o sequenza).

e L' equazione alle differenze esprime il legame tra la
successione incognita ed altre successioni note, eventualmente
assegnando anche opportune condizioni iniziali. II legame viene
espresso tramite una relazione che lega tra loro e/o alle
successioni note i valori della successione incognita ad istanti
discreti di tempo diversi:

y(k) = f(y(k - 1)’ e 7y(k - n)u(k)vu(k - 1)7' o 7u(k - Tn))

Prof. Thomas Parisini i di
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 Supponiamo ora che il termine generico (k) dipenda soltanto
da un numero finito di valori passati sia della sequenza {y(k)}
che della sequenza{u(k)}

y<k) = f(y(k - 1)7 e ’y(k - n)vu(k>au(k - 1)7 e *u(k - m))

o In tal caso | equazione si dice equazione alle differenze di
ordine n, dove n & la “distanza temporale ” massima tra gli
elementi della sequenza incognita, che compaiono
nell’ equazione.

@ f<y<k—1>,~~ (K, ulk — 1), u(k — m))

e Le equazioni alle differenze finite rappresentano |’ analogo a
tempo discreto delle equazioni differenziali nel caso a tempo
continuo.

Prof. Thomas Parisini F i di
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o Il termine equazione alle differenze deriva dal fatto che &
possibile definire le differenze finite
Vy(k) =y(k) —y(k—1) Differenza di ordine 1

2 _
V3y(k) = Vy(k) — Vy(k — 1) Differenza di ordine 2

V3y(k) = V2iy((k) — V2y(k — 1
y(k) y(k) u ) Differenza di ordine 3

Viy(k) = Vi ly(k) — V'V y(k — 1
y( ) y( ) y ) Differenza di ordine n

Prof. Thomas Parisini i di




FA-es Parte 1Z, 21

o Itermini y(k), y(k—1) ecc. si  possono  allora
esprimere in funzione delle differenze finite V”’y(k)appena
definite [una sorta di rapporti incrementali]

y(k —1) = y(k) — Vy(k)

y(k —2) = y(k) — 2Vy(k) + V?y(k)

i di

Prof. Thomas Parisini
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¢ Sostituendo nell’equazione
y(k) = f (y(k - 1)7 e 7y(k - n)m(k),u(k - 1)7 e 7u(k - m))

si ottiene

f k), Vy(k), V2y(k), - V"y(k),
u(k)7 vu(k)a Vzu(k), Tty vmu(k)) =0
e Le due espressioni sono equivalenti, ma la prima delle due

(quella ricorsiva) & quella che verra utilizzata in questo corso.

i di
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Un semplice esempio

e Partiamo dall’ equazione alle differenze di ordine 2

ulk) = —aqu(k—1) — aoulk—2) 4+ bge(k)

e Sostituiamo ai termini w(k — 1), u(k — 2) le espressioni
wlk — 1) = u(k) — Vu(k)

ulk —2) = u(k) — 2 Vulk) + V2uk)
* Si ottiene I’ equazione equivalente

r.?.gvzu-(ﬂ.:} — (o1 4 2a2) Vulk) 4 (ao + a1 + 1y ulk) = bge(k)

Prof. Thomas Parisini i di
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Osservazioni e definizioni

o Nel caso in cui la funzione f ( ---) sia lineare si ottiene una
equazione lineare alle differenze di ordine n:

y(k) = bo(k)u(k) + by(k)u(k = 1) + -+ + by (k)u(k — m)+
—ar(R)y(k = 1) —as(RF)y(k = 2) — - — an(k)y(k —n)

e Le equazioni lineari alle differenze rappresentano |’ analogo
delle equazioni differenziali lineari del caso a tempo continuo.

e In generale i coefficienti dell’ equazione possono variare, al
variare dell’ istante di tempo considerato:

hj = h‘.l';(-li_). a; = a;lk)

Prof. Thomas Parisini i di
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Ancora definizioni

e Se i valori dei coefficienti i, f{-;‘ sono costanti, si ha
un’ equazione lineare alle differenze a coefficienti
costanti.

y(k) = bou(k) + byu(k — 1) + - - - + bu(k — m)+
—ary(k —1) —agy(k —2) — - —any(k —n)

e Questa particolare classe di equazioni alle differenze sara
quella di interesse nel corso.

Prof. Thomas Parisini F i di
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Esempio
¢ Si vuole risolvere I'equazione
y(k) = y(k = 1) +y(k - 2) + u(k)
a partire dall'istante & = (), con condizioni iniziali
y(k) =0 Vk< -2 y(=2)=0, y(—-1) =0

e sequenza “eccitante” data da  u(k) = d(k)

¢ La sequenza-soluzione risulta essere allora (“sequenza di

Fibonacci”)
y(0) =y(=1) +y(=2) +u(0) =1  y(1) =y(0) +y(~1) +u(l) =1
y(2) = y(1) +y(0) + u(2) =2 y(3) = y(2) +y(1) +u(3) =3
(yk)y=1{1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, ...}

FA-es Parte 1Z, 26

Come si risolve un’ equazione alle
differenze, lineare, a coeff. costanti?

e Si puo dimostrare che la soluzione & unica qualora siano noti i
valori iniziali della sequenza incognita [ovviamente le altre
sequenze che compaiono nell’equazione devono essere note] e
I” istante iniziale [cioé le condizioni iniziali].

e Per ottenere campione per campione la sequenza incognita €
possibile risolvere ricorsivamente I’ equazione.

« Non & una tecnica efficiente! Esistono metodi pit efficaci! Se ne
riparlera nel prosieguo del corso ...
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Esempio (continua...)

e Script in Matlab® per determinare i primi 10 campioni

N = 10; % i primi N+1 valori della sequenza soluzione
yml = 0; ym2 = 0; % valori iniziali
% y(-1) => yml || y(-2) -> ym2

% preallocazione delle variabili

uk = zeros(N+1,1);

uk(l) = 1; % il primo campione e' pari ad 1, tutti gli altri
sono nulli

y_offset = 2; % due le condizioni iniziali su y

yk = zeros(N+l+y_offset,1); % prealloco anche per le
condizioni iniziali

% (continua..)

Prof. Thomas Parisini i di




FA-es Parte 1Z, 29

clc

disp(’ )i

disp( 'soluzione di y(k)=y(k-1)+y(k-2)+u(k)');

disp('con y(-2)=y(-1)=0 u(k)=imp(k)");

fprintf(1l, '\n valutati i primi %g valori della soluzione \n',6N);

disp(' )i
for k =0 : N

% ciclo sugli istanti di tempo per cui

% si vuole risolvere 1l'equazione

% alle differenze

ik = k+1; % indice per i vettori uk ed yk

vk (ik+y_offset) = yk(ik+y_offset-1) + ...

yk(ik+y offset-2) + uk(ik);

messaggio = sprintf('al passo %d valore di y %.2f',..
k,yk(ik+y_offset));
disp(messaggio); % visualizza risultato
end % for

disp("' )i

Prof. Thomas Parisini F i di
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Esempio (continua...)

e Quale ¢ il comportamento della sequenza soluzione? Diverge?
Converge ad un valore finito?

¢ Il comportamento da che cosa dipende? Dalle condizioni iniziali?
Dal segnale di eccitazione?

e Provare a cambiare le condizioni iniziali ed a risolvere di nuovo
in maniera ricorsiva I'equazione...

* Provare ad utilizzare un altro segnale di eccitazione (con
ampiezza limitata)...

Prof. Thomas Parisini i di

FA-es Parte 1Z, 30

¢ Risultato visualizzato in Matlab®

soluzione di y(k)=y(k-1)+y(k-2)+u(k)
con y(=2)=y(-1)=0 u (k) =imp (k)

valutati i primi 10 valori della soluzione

al passo 0 valore di y 1.00
al passo 1 valore di y 1.00
al passo 2 valore di y 2.00
al passo 3 valore di y 3.00
al passo 4 valore di y 5.00
al passo 5 valore di y 8.00
al passo 6 valore di y 13.00
al passo 7 valore di y 21.00
al passo 8 valore di y 34.00
al passo 9 valore di y 55.00
al passo 10 valore di y 89.00
Prof. Thomas Parisini F i di
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» ultima parte dello script

$--analisi del termine k-esimo della successione--

% viene disegnato 1'andamento del rapporto

% y(k)/y(k-1) per k=2,3,....

rapporto_k_kml = yk(y_offset+2:end)./yk(y_offset+l:end-1);
figure('Name', 'successione di Fibonacci');
stem(rapporto_k_kml, 'fill');
title('rapporto y(k)/y(k-1)"');

hold on;

Fidia n = (l+sqrt(5))/2;
plot(ones(size(rapporto_k_kml))*Fidia_n,

r-=");

Prof. Thomas Parisini i di
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" rapporta yikiyiie1)
iy Pt e e, L SRS e e e S |
°
L J
y(k) =y(k —1) +y(k — 2) + u(k) u(k) = (k)

y(=2)=0, y(-1)=0

y(k) =0 Vk< —2

Prof. Thomas Parisini F i di
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Osservazioni

La formulazione presentata finora per le equazioni alle
differenze non & I’ unica possibile.

L’ espressione

y(k) = f (y(k - 1)7 T 7y(k - ”)v LL(k)’ c vu<k - ”L))
esprime una relazione ricorsiva “all’indietro”, che fornisce il
valore all'istante attuale della successione incognita {y(k)} in
funzione di valori passati della successione stessa{y(k)} e di
quella assegnata {u{k)}
E una formulazione utile ad esprimere algoritmi da eseguire in
real time, quali elaborazione di segnali campionati (es. tramite
DSP quali filtraggio, cancellazione d’eco ecc.) ed algoritmi di
controllo.

Prof. Thomas Parisini i di
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Un altro esempio

* Proviamo a modificare I'equazione alle differenze, in questo
modo
y(k) =y(k — 1) — y(k — 2) + u(k)

e A parita di condizioni iniziali e di segnale eccitante, come evolve
la soluzione stavolta?

(-2 =0, y(-1)=0  u(k)= (k)
y(k) =0 Vk<—2

{y(k)}: ]-a ]-7 07 _]-7 _17 0 ]-7 17 07 _17 _]-a 07 }

Prof. Thomas Parisini F i di
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e Esiste anche la possibilita di esprimere le equazioni alle
differenze tramite una relazione ricorsiva in avanti

y(k'+n):g(y(k+n71)v"‘ 7y(k)au(k+m)7”' au(k))

e Questa relazione fornisce allora un valore nel futuro della
sequenza incognita {y(k)}[in particolare n passi nel futuro, se n
e I’ ordine dell’ equazione alle differenze], in funzione di valori
futuri ed all’istante attuale sia della sequenza {y(k)} che di
quella assegnata {u (&)} -

o E una formulazione utile a descrivere algoritmi di previsione,
cioé modelli matematici utilizzati per predire I’ evoluzione futura
di fenomeni e/o grandezze ecc.

Prof. Thomas Parisini i di
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Ancora altre osservazioni

e Per una equazione alle differenze di ordine n descritta da una
relazione ricorsiva “all'indietro”, in cui la sequenza incognita {y(k)}
abbia inizio allistante & = © , le condizioni iniziali saranno

y(k) = f(y(k - 1)7 o y(k — n)vu(k)v (k- m))

{u(k)} notaVk >0 {y(k)} incognitaVk >0

ci. & y(-n), y(-n+1), y(-n+2), --- y(-1)

Prof. Thomas Parisini F i di
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La Z-trasformata

Definizione, proprieta, trasformate elementari
Antitrasformazione
Teoremi

Prof. Thomas Parisini F idi
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e Per una equazione alle differenze di ordine n descritta da una
relazione ricorsiva “in avanti”, in cui la sequenza incognita
{y(k)} abbia inizio allistante # = o , le condizioni
iniziali saranno

y(k+n) =g yk+n—=1),--yk),ulk +m), - u(k))

{u(k)} notaVk >0 {y(k)} incognitaVk >0

ci & y(0), y(1), y(2), --- y(n 1)

Prof. Thomas Parisini F i di
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La Z-trasformata € un
OPERATORE funzionale

Z (v

Dominio complesso

Z5m

Prof. Thomas Parisini i di
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La Z-trasformata: definizione

La Z-trasformata della successione  {#(k), k=0,1,2,...}

0, Vk<0
o
& la funzione di variabile complessa X' (z) = Z x(k)=z A
=0

Raggio di convergenza: tipicamente la serie che definisce la
trasformata converge al di fuori di un cerchio nel piano della variabile
complessa = :

el

|z| >R, conzeC

Prof. Thomas Parisini F i di
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Notazioni ed osservazioni

* In generale non viene esplicitamente indicato I’ intervallo di campionamento
T, con il quale & stata eventualmente ottenuta la sequenza  x(k7.) ma
semplicemente la si indica con a:( %)

¢ Nella maggioranza dei casi, le Z-trasformate che considereremo saranno
funzioni polinomiali (in particolare frazioni con polinomi a numeratore e
denominatore).

o L’ espressione di una Z-trasformata (nei casi di nostro interesse) pud essere
espressa tramite potenze di =z oppure di =

Prof. Thomas Parisini i di
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Nel caso di segnali campionati:

e Se il segnale a tempo discreto & stato generato per campionamento, si
definisce la Z-trasformata della successione in maniera analoga :

elh T, B=01:2:u:d
0, Vk<O

#

Il

X(z) z(kTs)z k

:—.
II
o

Prof. Thomas Parisini F i di

FA-es Parte 1Z, 44

e Dal punto di vista algebrico sono equivalenti. L’ unica difficolta sta nel
definire zeri e poli, perché nelle due notazioni sono differenti [zeri e poli
sono le radici dei polinomi a numeratore ed a denominatore]. Per poli e
zeri useremo sempre la notazione con potenze di =

N(2) :radici di N(z)

s radici di D{z)

* Per ammettere Z-trasformata nel modo in cui € stata definita, le sequenze
che consideriamo devono essere causali, ovvero

(k) =0, VYk<O0

Prof. Thomas Parisini i di
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Esempio

* Consideriamo la Z-trasformata

46 = 2 4+05z _ 2(2405)
) T4 342 T 4 1D(z+2)

» = 0 non sarebbe pill cosi facilmente individuabile

1405271 105"
X(z) = =

Prof. Thomas Parisini

o Eimmediato determinare zeri e poli dell’ espressione analizzata.

e Se la Z-trasformata fosse espressa tramite potenze di »—1, lo zero in

14314227 (14D (1+2:71

FA-es Parte 1Z, 45

i di

51

#(k) =0Yk<0 .

B(k) =

FA-es Parte 1Z, 47

z(k +2)

{#(k) = a(k+ 2)}

Prof. Thomas Parisini

idi
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Proprieta della Z-trasformata
e Linearita

Zle1 f(k) +c2g9(B)] = c1 Z[f(K)] + c2Z [g(R)]

* Traslazione nel tempo: anticipo di 1 campione
Zlz(k+1)] = 2[X(z) —=z(0)]
* Traslazione nel tempo: anticipo di @ campioni
m—1

Zlz(k+m)] = 2" | X(2) - Z a(k) z=F

k=0

Prof. Thomas Parisini

i di

FA-es Parte 1Z, 48

® Traslazione nel tempo: ritardo di 1 campione

z [.'T‘(k — l)] = ;_1 X(z)
® Traslazione nel tempo: ritardo di y» campioni

Zlz(k—m)] = 27" X(2)

Prof. Thomas Parisini

idi
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® Traslazione in frequenza

FA-es Parte 1Z, 50

i { f'f_ﬂl\ )1
i L]
o L]
L]
&
7 k) = vk — 2)
W .
- L]
.
| L]
S—tes \=— !
I T
& L]
v .
.
']
{,J'(,’.'] = w(k—2)] F—
I
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® Prodotto di convoluzione

{r(n)} = {F(K)} * {g(k)}

T
k(n) =
k=0

f(k) gln
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| I segnali sono causali.

k) = S(E) gln—k)

k=

0
)= 3 f(n—k)gk) :f(n — k) g(k)
k=0

k=0

Z{h(n)} = F(z)G(z)

idi

Prof. Thomas Parisini

Z {0"'.1‘(!:-)} = X (”—1:)

o Differenziazione complessa

Prof. Thomas Parisini

Z{kz(k)} = —zd—i.\’(z)

i di
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{h(n)} = {7(K)} * {g(&)}

Prof. Thomas Parisini

3
h(3) = Z FE)g(3 —k)

idi
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® Teorema del valore iniziale

Data una sequenza {‘1-(},:)}?_"20 per la quale esista
la Z-trasformata,

se esiste finito [im X(z) allora

Jim X(2) = lim 2(k) = 2(0)

i di
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® Teorema del valore finale

Data una sequenza {7(k)};Zq per la quale esista
la Z-trasformata X (z),

se tuttii poli di X(z) hanno modulo minore
di 1, escluso al piti un polo sempliceinz =1,
allora esiste finito ‘Iim z(k) e

Jim (k) = lim [(1-271) X(2).

i di

Prof. Thomas Parisini
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Esempio: applicazione dei teoremi

« Si consideri la Z-trasformata Y(z) = (_12}‘(_;17_‘_1)

« Sfruttando i teoremi del valore iniziale e del valore finale, determinare:

y(0) =7 y{1) =7 I.lir_‘rl.;r;(.f.:) =7

idi

FA-es Parte 1Z, 56

o Per il teorema del valore iniziale:

o e 2241 e
w0 = MY = I e Gav D)

« Applicando la regola dell’ anticipo ed ancora il teorema del valore
iniziale si ottiene poi:

£(2z41) 2

v(1) = Jim z[¥(=) - w(0)] = Jim. = ~1) (3241 3

¢ Applicando infine il teorema del valore finale si ottiene:

2241 3

. o g 1_ -
PLURCCTRT ) et  oprs

idi

Prof. Thomas Parisini

Prof. Thomas Parisini
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Esempio: soluzione di una equazione
alle differenze

Si consideri I equazione alle differenze

y(k+1) = 3y(k)+y(k—1)+u(k) y(k) =0vk <O

Applicando la Z-trasformata ad ambo i membri, per le proprieta viste si
ottiene

.2 :
il = z;_ 3;(201 : 7S o ;3 — U(z)
Ve N\

dipende dalle condizioni
iniziali (soluzione libera)

dipende dalla sequenza
d’ ingresso (soluzione
forzata)

Prof. Thomas Parisini

i di
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® Rampa

v ]k perk =0 Z{a(k)} = ——
xz(k) = { 0 perk <0 - (z— 1)2
Dimostrazione
P4
i L d z Z
Z{x(k)} = kz " = — 2 =
{z(k)} Ago 2‘.'1"2 L - 1} (z— 1)2
Prof. Thomas Parisini i di

Trasformate notevoli

® Impulso unitario

FA-es Parte 1Z, 58

W ={o pakzo = Z{6(N} =1

® Scalino unitario

s _ )1 perk>=0 . [ H —_ Z
1(”_{0 perk <0 Z{1(1)} z—1
Dimostrazione Serie geometrica

x .,/
.-e:mk)}=%oz-*= !

1-z1 z2—1

Prof. Thomas Parisini

i di

® Segnale polinomiale

K" perk >0
(k) = { P 0

=
0 perk <

5

Dimostrazione

| Differenziazione complessa 1 volte |

B d

Z{x(k)} = Y k" = (—za

k=0

Prof. Thomas Parisini

Z{a0)} = (~22-) {ﬁ}

FA-es Parte 1Z, 60
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Dimostrazione (cenni — continua)

+o00
Z{a(k)y =) kk(k((k-1))=""
k=0

n volte
(L (A
B Zdz Zdz Zdz z—1
lte I’ t — zi
n volte l'operatore dZ
Esempio
d d z z(z+1)
Z{?1k) = —2— | —2— —
{ (k)} Zdz( “dz (z—l)) (z—1)°
Prof. Thomas Parisini i di

FA-es Parte 1Z, 63
® Segnali sinusoidali

z(k) = sin(wk) 1(k)

&> Z{z(k)} = : sinw

(22 — 2z cosw + 1)

Juwk L otk —iwhk
sin (wk) = 2'_ cos(wh) = ’%
¥

z(k) = cos(wk) 1(k)

:-2_ W
b zpwy= 2oz

(:2 — 2zC0sw + ]_J

FA-es Parte 1Z, 62
® Potenza con esponente intero

k
ey et k=0 =) Z{a(k)) = :
Blkli= { 0 k<0 =)} (z—a)

Dimostrazione E = ] .
[ b o K / n
Z1a"1(k)} = a'z " = = =
{ } A!;O (n—1) z—a)
® Esponenziale

et k>0 z
z(k) = = Zi{zx(k)} = ——
=(k) { 0O k<0 - {=(k)} (= —e?)

Prof. Thomas Parisini i di
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® Segnali “composti”

z(k) = a"sin (wh) 1(k)

&:} Z{x(k)} = az Sinw

(:2 2azcosw 4+ (12}

x(k) = a"cos (wk) 1(k)

22 —az w
&> e — =

(32 — 2azCcosw + .*12)

Prof. Thomas Parisini i di
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® Polinomio fattoriale di ordine n

;\_(n)
z(k) = 1(k)
!

con

KO 2 1(k)

L(n) N { k(k—l)ur-lfk—n-‘rl) per n>0,k>n

nl 0 per n>0,k<n

Zlz(k)] = m

FA-es Parte 1Z, 66

Altra notazione possibile: i coefficienti binomiali

-

k <
x(k:)z( )-1(k) Z [z(k)] = (z— 1)L

n

con
k kk—1)(k-=2)---(k—n+1) per n >0
( ) = n! k>n
n
1 [per n = 0]
Prof. Thomas Parisini F i di
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Cenni di dimostrazione

(k) = ( f ) AW =K1k w2 {a(k)) =

k
x(k)-( >-1(k)_
2

$

Z{a() = 5 [2 {7 10)} - Z (k- 1(0))]

(z—1)°

(k* — k) - 1(k)

DO =

2(z+1) 1 z oz

-1 2 (z-17° (-1

1
)

Prof. Thomas Parisini i di

FA-es Parte 1Z, 68

2 (2(k)) :éz (- 1(k) — %z (k2 1(k)) + éZ{kz (k)

C1z(2244z41) 1z(z+1) 1 2
6 (z—1)* 2(z—1)*  3(z—-1)°
o z
G-

Prof. Thomas Parisini i di
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® Polinomio fattoriale di ordine n pesato
da potenza con esponente intero

L(n)
(k) = A = fr.’f"_”l(k:) =
n!
’t'?(”) k—n| __ “
.”_! ' == (,-l' S tl)”—’_l

Cenni di dimostrazione

L I

zZ _I 1 = Z _I 4}
n: a n: ¥~ | Polinomio fattoriale

L) | |Tras|azione in frequenza |
L

R gkn 1 za ! o 2

1! :‘F(zﬂ—l_l)”"'l - (3—(;.)”"_1

Z

i di

Prof. Thomas Parisini
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La Z-antitrasformata

La Z-antitrasformata della funzione

F(z) = Z[f(k)]

¢ definita come la sequenza

J®R) = Z7HFGR)] = %‘J ){_zk LF(2)d=

incui [T & una curva chiusa contenuta nella regione di
convergenza.

i di

Prof. Thomas Parisini
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Si consideri una classe particolare di funzioni -~ (), owvero le
funzioni

N(z) _ bma™ 4 by 2™ e b
D(z)  anz"+a, 12" 14...%ap

dove assumiamo yri <. 71 OvVvero

X(z) =

B —21)™L (2 — 22)™2. o (H— 2™

(z—p1)"1(z—p2)n2...(z —pg)™

X(z) = K

my +mo 4 ... e =,
ni+not+...+ng=n
21y, 2p € © Zeri

pr.-.-pr € C poli ]

FA-es Parte 1Z, 72

Tecniche di Z anti-trasformazione

® Tecniche numeriche:

- “long-division”
- metodo “computazionale”

@ Tecniche analitiche

- espansione in fratti semplici

Prof. Thomas Parisini

Prof. Thomas Parisini
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Tecnica della “Long-division”
o divisione ripetuta

@ Sitratta di una tecnica semplice che permette di
determinare termine a termine gli elementi della

sequenza .y = z—l[Xx(2)]

° E opportuno esprimere X (z) in funzione di
potenze negative ,—1 .—2

Prof. Thomas Parisini F i di

FA-es Parte 1Z, 75

e Il risultato & una combinazione lineare di potenze negative

1071417724
« Ricordando che, per definizione, si ha

X(z) = Y x(k)z B = 2(0)+2(1)z 14w (2)z 24
k=0

per semplice confronto si ottiene la sequenza

z(0) =0
x(1) =10
x(Z) =17
Prof. Thomas Parisini i di
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Esempio

X(z) = 025 — _ 10:145:
R 22_1.2240.2 1-1.2:-1+40.

Si esegue la divisione ripetuta del polinomio al numeratore per il
polinomio al denominatore:

1021 4 5,2 1-1.2:"1402:72

—10:" 14122273 | 1021417724,

17272 - 223

Prof. Thomas Parisini F i di
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“Long division”: riassumendo

e Metodo numerico e ricorsivo: fornisce i valori numerici della
successione termine a termine, non la forma chiusa della soluzione.
Questo puo essere uno svantaggio, a volte.

« Si basa su operazioni di divisione di polinomi: & una tecnica semplice
dal punto di vista computazionale (vantaggio).

Prof. Thomas Parisini i di
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Metodo “computazionale”

Si tratta di un’ altra tecnica semplice che permette di determinare
termine a termine gli elementi della sequenza z(k) = Z7X(2)]

Wiy = ;\JH = .f\)%:j}'{( »)

D(z) X(z) = N(z)U(z2)

Prof. Thomas Parisini F i di

FA-es Parte 1Z, 78

Utilizzando le proprieta viste per la Z-trasformata si perviene
all’ equazione alle differenze:

apr(k+n)+a_1a2(k+n—1)4. .. 4apx(k) =
bpulk+m)+b, qulk+m—1)Y4+ ...+ bgu(k)

Non rimane che determinare le condizioni iniziali per risolvere
termine a termine I’ equazione alle differenze.

1 campioni cosi determinati sono i valori della successione che &
la Z-antitrasformata cercata.

Prof. Thomas Parisini F i di

FA-es Parte 1Z, 79

Esempio

ey = - 20245
X(z) = 29—1.2z40.2

&> (#2-1.2240.2) X(2) = (1024 5) U(2)

&> e(k+2)—1.22(k+1)4+0.22(k) = 10u(k+1)+5u(k)
o U(x)=1 mm) uk) = {é i;g
o z(k)=0¥k<0

&> k=-2 mm) =(0)=0
b= —1 |:> z(1) =10

Prof. Thomas Parisini i di
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Metodo “computazionale”: riassumendo

e Metodo numerico e ricorsivo: fornisce i valori della successione
termine a termine, non la forma chiusa della soluzione. Questo pud
essere uno svantaggio, a volte.

e Si basa sulla supposizione che la Z-trasformata oggetto di studio
rappresenti un’ equazione alle differenze con come ingresso un segnale
ad impulso discreto, centrato nell’ origine: & una tecnica semplice dal
punto di vista computazionale (vantaggio).

Prof. Thomas Parisini i di
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Espansione in fratti semplici

@ Si tratta di una tecnica analitica per determinare la sequenza
e(k) = 27X (2)]

@ Siesprime N(z) come somma di un numero finito di

termini elementari di cui si sa determinare la Z-
antitrasformata

® Il primo passo consiste nell’ aggiungere un termine =2

al
denominatore (cio si pud sempre fare):
X(z) ' (@ Cn
X(z ) — = + + ...
=) 2 z—p1 P2 z—pn
|

Prof. Thomas Parisini

i di

i z —p;)!

iy = po[ ST
¢

1{ Ci:;’i} —0 pGi—1) pi—f_j—'—l LR

(z —pi) G-

@,\

pG-1)

x<>1—L<”( i

LA (¢

Prof. Thomas Parisini

idi
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In generale:

Xz _ Cun Cing
‘ (z—p1)  (z—p)™
Co1 Con,
(z —p2) (z —p2)n2
70{" 1 i 76? i =
(z = pq) (2 — pg)™

T

1 ‘ dmi=1) x(2) N
C“UI - ('H._i- j)l -JL’H-;J.’ {d z(”-ai_.]f) o (J'/ i .Uf.)

Prof. Thomas Parisini

i di
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Caso in cui tutti i poli sono distinti: -NB
-
— T (@’
T 2 9 y

ZMEG =2 2 {
i=1 (z— I”-i)_

L = {L} — ¢pF 1(8)

(z o paf)

L z ') = Y k1)
i=1

S CC

Prof. Thomas Parisini

idi
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Esempio: poli tutti distinti

” 10z
Y= 1a; +0.2

&> X(=) _ 10 _ O i Cs

z 2 -12:402 z—1 z—0.2
Ccp = Ilrn1 = 125
Cy = lim = —-12.5
=02z —

12.52 12.5=z

lg) = z—1 z-02

E> a(k) = 12,5 - 1(k) — 12.5 - 0.28 1(k)

Prof. Thomas Parisini i di
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Esempio: poli multipli

A= 2B -27224+242-07
X(z) _ =@ £2,1 23
om0 Tl (z—1)2

X[z}

o= [{z—ﬂ.?) —] = 11
2 li=07
[ X{z ”
erg = |(z—1)2 (}} = 3.3
L z =1
o X(z)] 9
ey = {—{(;—1)2—(2) } = —11.1
dz z 1),=1
Prof. Thomas Parisini i di
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p(k) = [11.1 (0.7)* +3.3k - 11.7] 1(k)

Prof. Thomas Parisini i di
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Espansione in fratti semplici: riassumendo

e Metodo analitico: fornisce direttamente la forma chiusa della
soluzione (vantaggio)

X(z) <<= {z(k)}

e Si basa su tecniche d’ analisi e proprieta di funzioni di variabile
complessa: € una tecnica “ pesante ” dal punto di vista
computazionale (svantaggio).

Prof. Thomas Parisini i di
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Analisi qualitativa di una Z-Trasformata

 Assegnata una trasformata A"z} che cosa si pud affermare, in

maniera qualitativa, in merito all’ andamento del segnale
x(k) = Z‘l[X(z)} ?

Ad esempio: in quali condizioni x:{ k) sara un segnale costante,
oppure divergente, oppure tendera a 0?

L’ evoluzione temporale del segnalex: (£} puo essere ricavata, in
modo qualitativo, analizzando i poli della corrispondente
trasformata X'(z).

Prof. Thomas Parisini

i di
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Poli reali semplici:

-

e Iltermine elementare @ X (z) =

aelR
=11

al quale corrisponde la sequenza elementare

zlk) = a"1(k), k>0

e Come varia il comportamento della sequenza elementare (k) al
variare della posizione del polo p = a?

Prof. Thomas Parisini

idi

FA-es Parte 1Z, 90

Analisi qualitativa: poli semplici

Verranno considerate le trasformate elementari:

o X(z) =" aclR
z—a
. azsinw
e N(z)= 5 5 GweR
z¢ —2azCoOSw+a
Prof. Thomas Parisini i di
FA-es Parte 1Z, 92
Poli reali semplici:
Limgz)
Consideriamo sei S 1
possibili posizioni per il / \
polo p. )| - S m\". I
T
(6) \ 3 / Rt
A ciascuna di esse Y\ /
corrisponde un diverso N //
comportamento  della \\ s
. — __/
successione r (k) —
Prof. Thomas Parisini i di
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Poli reali semplici:

o Ma>1 , @s=1
]
A0 s
b .
oo —F T T
‘@0t (@1 <a<0
0% ?
[+ i 1 o P - BN
T T . 05 l
Tl
2 4 13 o 2 a [
. (Sla=-1 {Bla<-1
0.5 I ‘{ SOI |
. l l I mh-a—-aﬁ—Y—L—.
1 = L

Prof. Thomas Parisini i di
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Poli complessi coniugati (semplici):

o Il termine elementare &
azsinw

X =
(2) 22 —2gzcosw + a2

a,we Rl
al quale corrisponde la sequenza elementare

z(k) = a* sin(wk)1(k), k>0

e Come varia il comportamento della sequenza elementare

a(k) al variare della posizione dei poli 5, » = gei*
piano complesso?

Prof. Thomas Parisini i di

nel
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Poli reali semplici:

In definitiva:
Vale anche per

/ poli multipli!

elaj <1 mm) x(k)—0,perk—oc

Nel caso di poli multipli,
la successione diverge!

olaj=1 M) |x(k)|=1,V.k

®la]>1 |:> x(k) — oco,per k — oo

\ Vale anche per

poli multipli!

Prof. Thomas Parisini i di
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Poli complessi coniugati (semplici):

Tm(z)
oo
Consideriamo sei
ibili izioni i6) 15) L2
DOSSIbll.I p95|2|9n| per L _ (e By =
la coppia di poli. /
/ |
A ciascuna di esse | ’
. . '|\ Reiz
corrisponde un diverso
3 % * % ()
comporFamento della ) 3 1o
successione (k)
Prof. Thomas Parisini i di
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Poli complessi coniugati (semplici):

PR | PR i { ?L_.,__]
mwe |
o 05, l
B TR T T T ] T2 8 B o
@ 5 @ :
04 k o |
02 J [ o IS S
o B
g 2 ..E FREL "2 s (Gf [T
L]
WV -
T e T i e
Prof. Thomas Parisini i di
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Poli complessi coniugati (semplici):

In definitiva:
Vale anche per

’////// poli multipli

e |[p12l <1 '_:’“ z(k) — O,per k — oc

! \ — Nel caso di poli multipli,
® IP1,2| =18 [x(k)| limitato, ¥k —|1a successione diverge!

® |pral =1 -::\, x(k) — oo, per k — o0

\ Vale anche per

poli multipli!

Prof. Thomas Parisini i di
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Poli multipli: poli reali

o Il termine elementare &
z

X(z)=C'W ack, n>1
z—

¢ al quale corrisponde la sequenza elementare

(k) = C ( g ) a* "+l 1(k)
n—1

e Come varia il comportamento della sequenza elementare (k)
al variare della posizione del polo p = u ?

Prof. Thomas Parisini i di
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« Ricordando I’ espressione del polinomio fattoriale & possibile scrivere

k=1 (k=2) ... (k=n+2) 4 11

x(k) = C 1(k
z(k) B (k)
* ovvero
p(k)
c 1
z(k) = [a it k" 24 oy, 2;«] a1 (k)
(n—1)1L |
v
| Polinomio di grado (n-1) in k |
Prof. Thomas Parisini i di
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a=1 a=1
400 8
- g
300 2
4 o
200 ot
100 d| 2 g
g =]
(] z 4 & ] &
O<a<i
08 05
06
T g o
: = "
024/ t P
4 3 05 2 4 &
a=-1 a<-1
10 400
s = 200
A, 15 g
Oy S ) 0, B
) W/
= = — &
0 2 . ] ““o 2 ] 8
Prof. Thomas Parisini i di
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Poli multipli: poli complessi coniugati

o Il termine elementare &

atd

s TR pp

Z

X(z) =C

a, Cel, n>1

con a = pc—'i”

o Come varia il comportamento della sequenza elementare (%)
al variare della posizione del polo p = a?

Prof. Thomas Parisini i di

Poli real

i multipli:

In definitiva: (k)

e ul <1 :> z(k) — 0,per k — oo
elaj=1 M) z(k)— oo,per k — oo

e |a] =1 :> z(k) — oo,per k — o«

Prof. Thomas Parisini

= ] a )

(n—1)

FA-es Parte 1Z, 102

i di

z(k) = C

. k
- n—1

Prof. Thomas Parisini

k
u_.l
( n—1 )

5 k
e ( n—1

+59(0) (HkmHDO _ im0 1k

k) +

) Atk (k)

)pﬁ:—u—l—l [m(.) (eIt D) 4 =itk-nt)0) |

FA-es Parte 1Z, 104
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(k) = 2( . : ) PP IR(C) cos [(k —n41) 6] +
n—

—3(C) sin [(k —n+1)0]} 1(k)

Ponendo 5 16
0 = \C|

I TR ..

R(C)

si ottiene infine

(k) = H( ) PP cos [(k—n 4+ 1) 684 b 1(k)

n—1

Prof. Thomas Parisini i di
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Poli complessi multipli:

-
In definitiva:  «(k) = H(

i ) P cag [k — 4 108 4+ D] 1(E)
.” =

olaj <1 mm) z(k)—0,perk— oo
elaj=1 ) (k) — oc,per k — oo

®la>1 :> x(k) — oo, per k — oo

Prof. Thomas Parisini i di
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Analisi qualitativa: conclusioni

e Per poli con modulo inferiore ad 1: la successione
elementare corrispondente converge sempre a 0.

¢ Per poli di modulo unitario: se poli semplici, la successione
elementare si mantiene limitata, altrimenti diverge.

¢ Per poli di modulo maggiore di 1: la successione elementare
corrispondente diverge sempre.

Prof. Thomas Parisini i di
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Interpretazione operatoriale di Zz {}

@ Sia data la sequenza ©(t) con trasformata V'(z)

o Lasequenza w(f) =wv(l — 1) (sequenza (1)
ritardata di un passo) ha trasformata " 11.( 7)

@ Infatti:
v(t) =0,t<C

b «(0) =0,w(1) = v(0) = 0, w(2) = v(1),...
W(z) = 04+v(0)2 T4u(1)z 24 Fu(t—1)2 I+ <ﬂ
=z (@ +o(D)z 1+ Folt—1)z"tF14..
S 1‘.'(3)

Prof. Thomas Parisini i di
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@ Analogamente  w(t) = v(f — 2)(sequenza v (t)
ritardata di due passi) ha trasformata z 2‘L'(::)
@ La sequenza w(t) = wv(t + 1) (sequenza  v(t)
anticipata di un passo) ha trasformata
@ Infatti:
w(0) = v(1),w(1) = v(2),...
W) =v(l)+v(@z 4+ Folt+1)z 4
=2z T4 v2)z 24 F o)zt 4+

Il

z[V(z) — v(0)]

z[V(z) — v(0)]

]
2[(0)Fv(1)z ()2 24 Ao(t)z T+

FA-es Parte 1Z, 109

2l

v ]—zw(0)

Prof. Thomas Parisini

i di

Esempio

Si consideri il segnale ;
T - 0<t<8 1
o-3 2z ||

L v=3.10)-3-1¢-6)

Ma Z{1(k)} = T1

N , _ 32z 3z 6:_3{:6—1)
&f/ 1(”)_z—1_3—1 _:5{:—1}

Prof. Thomas Parisini

FA-es Parte 1Z, 113

FA-es Parte 1Z, 110
Quindi:
. ) -1 -
® Glioperatori =z e z = possono essere visti come
operatori di anticipo e ritardo rispettivamente

k Lk _—
® Ingenerale =" e z ' possono essere visti come

operatori di anticipo e ritardo rispettivamente di k& passi

Prof. Thomas Parisini F i di

idi
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Ulteriori considerazioni su X(z '] vs X(z)

e Torniamo alle possibili notazioni per una Z-Trasformata: a
potenze di z oppure a potenze di 1.

T 1 —2:71 : 22— 2z
Xz )= > X(z) = i
\ 4462714822 4:2 462 +8

”

e Applichiamo il “ metodo computazionale per ottenere
un’ equazione alle differenze che ci permetta di ricavare
ricorsivamente, campione dopo campione, il segnale { z{k}}.

Prof. Thomas Parisini i di
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* Otterremo due equazioni alle differenti scritte in maniera diversa a

seconda della Z-trasformata da cui partiamo ...

« Partendo dall’ espressione in potenze di z 1 g ottiene

a (446271 4+8272) X(2) = (1-2:71) U(2)

4da(k)+6a(k-1)4+8x(5—-2) = u(k)-2u(k-1)
u(k) = &(k)

o Il valore all'istante corrente del segnale { x(k)} & funzione di
valori passati del segnale stesso {x(k)} , di valori all’ istante
presente e nel passato dell’ ingresso (che €& un impulso unitario
nell’ origine).

Prof. Thomas Parisini F i di
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« Partendo dall’ espressione in potenze di % si ottiene

(A2 L. e vy — (22 5. 1.

(4224 6248) X(2) = (¥ —22) U(2)
Au(h4+2)+6x(k+1)4+8x(k) = u(h4+1)—-2u(k)

w(k) = fi(j\-)

¢ Il valore nel futuro del segnale {x{(k)} & funzione di valori
futuri ed all’ istante corrente del segnale stesso{ (k) }, di valori
all’ istante presente e nel futuro dell’ ingresso (che & un impulso
unitario nell’ origine).

FA-es Parte 1Z, 114

e Una Z-trasformata in potenze di 21 puo venire ricondotta ad
un ' equazione alle differenze (metodo di antitrasformazione
“computazionale”) che esprime una relazione ricorsiva
“all’ indietro”

o X (-’5_1) & antitrasformabile calcolando il valore all’istante attuale
della successione incognita {a:(#}} in funzione di valori passati della
successione stessa {a:( #) } e di quella assegnata {u(k-) = ..-)(;\)}

e E una formulazione utile ad esprimere algoritmi da eseguire in real
time, quali elaborazione di segnali campionati (es. tramite DSP quali
filtraggio, cancellazione d’ eco ecc.) ed algoritmi di controllo.

Prof. Thomas Parisini F i di
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e Una Z-trasformata in potenze di - pud venire ricondotta ad
un ' equazione alle differenze (metodo di antitrasformazione
“computazionale”) che esprime una relazione ricorsiva in
avanti

e« X {z) & antitrasformabile calcolando un valore nel futuro della
sequenza incognita {a:{4)} [in particolare n passi nel futuro, se n &
I” ordine dell’ equazione alle differenze], in funzione di valori futuri ed
all’ istante attuale sia della sequenza {2(k)} che di quella assegnata

{ul(k) = 4(k)}

e E una formulazione utile a descrivere algoritmi di previsione, cioé
modelli matematici utilizzati per predire I’ evoluzione futura di fenomeni
e/o grandezze ecc.

Prof. Thomas Parisini i di
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X(z ') v¢ X(2) : concludendo

 Sinoti che le due Z-trasformate, cosi come le due equazioni alle

differenze a cui si arriva col metodo computazionale, descrivono
il medesimo segnale.

Analizzeremo ulteriori proprieta caratteristiche della notazione
X ['z"l‘y e diquella X {z}quando studieremo i sistemi dinamici
a fempb discreto (Parte 2) ed in particolare le Funzioni di
Trasferimento (Parte 4).

Prof. Thomas Parisini
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Per dimostrare la proprieta, si utilizza il teorema del

valore iniziale:

Nim F(z) = lim f(k) = f(0)
1°caso: 1 = n

fien bz by 12 L b s by 4 by

£(0) t=00 gzt 4 g, 12"l 4+ .o a1z 4+ ag

| ¢

b

iy

Prof. Thomas Parisini
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Teorema del valore iniziale:
applicazione e proprieta della Z-Trasformata
Data la Z-Trasformata

Fz) = bnz™ 4 by12Mm T 4 oo F b1z 4+ hp
- an 2" 4+ ay g 2" E AT a1z =+ ag

con i = 11, vale la proprieta
f
m=mn f(0) = 2™
Ly
flO)=f(1)=:-= fln-m-1) =C
m o< m b
fln—m) = G
n

Prof. Thomas Parisini
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2°caso: 1M < N

f(0) = lim b 2™ A by g 2™ 1+ bg

e - LU s R |

= {

an-1 + .4 l'IG/

m = O(N(2)) < O(D(2)) = n

Per determinare il secondo campione della sequenza utilizziamo il
teorema del valore iniziale e la proprieta di anticipo nel tempo

FQ) = _lim_z [F(z) — £(0)]

4 = Hﬁﬂ(gbm; 44 by _

2™ =4 s =+ ag \

m<n—1 —s m+1=0(:zN(z)) < 0(D(z)) =n

Prof. Thomas Parisini
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Si continua in maniera analoga:
f2) = Jlim 2? [F(z) - f(0) - f(1) =7}

bnz™ 4 - + b
F2) = im Rt g
=00 an 2" .J’_ SRS g \
m<n—2 —s m+2=0(:zN(z)) <O0(D(:)) =n
Fino a quando? Sia m = n — I
J.’—g
fth—1) = 1im 2" 1 |F2) — ¥ feyzF
e
Flh—1) = im M1om2 - Fbo
E=#-00 an 2™ 4+ -+ 4 ag t

m+(n—-m-1) = O(zN(z)) < O(D(z)) =n

di

Prof. Thomas Parisini
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Finalmente:
n—m—1 J
.f(n—rn,) = :|imx LN |:F(:5) _ Z f(in‘)z_""
. k=0 ]
fln—m) = lim z"~™ E?”’ zllr'_+ -+ b = ’?rr:
Foee anz™ + -+ + ag Ler

m4+(n—m) = O(zN(z)) = O(D(z)) =n

i di
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Ancora considerazioni e proprieta:
sequenza ritardata e condizioni iniziali
« Abbiamo gia visto che, data una sequenza
{x(k)}, k€Z x(k) =0Vk<O

la Z-trasformata della sequenza { (4} } ritardata di m istanti di tempo
rispetto alla sequenza originaria, & data da

y(k) = alhk—m) kelZ

Zlyk)] = Z[z(k—m)] = z7™ X(2)

idi

® Traslazione nel tempo: ritardo di 1 campione

Zlx(k—1)] = 21 X(2)

® Traslazione nel tempo: ritardo di y» campioni

Zlz(k—m)] = 27X (2)
a(k) y(k)

{#z(k)}, k€Z =x(k)=0vk<O

Prof. Thomas Parisini

Prof. Thomas Parisini
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® Traslazione nel tempo: ritardo di ™ campioni: caso generale

x(k)
‘ Y {z(k)} , keZ
. = (k) = 0k <
k
y(k)
- L]

y(k) = a(k—2) * g

k
Come si tiene conto di quei campioni “aggiuntivi”?

i di
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Zyk)] = Z[z(k—m)] =

+ox 4
— Z y(;‘i) 3—-£' — Z .T.'(}."— J’N.) 3-..!., _

k=0 k=0

+0c
s =i f ;1-'(3'.’ _- m) z—(k—m) —

k=0 ‘

k—m=p

TP =
= =M E :I.‘(p) Z—(.“) -+ X .'I'(p) Z_(‘n) —
=7 p==m N

Prof. Thomas Parisini
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® Traslazione nel tempo: ritardo di ™ campioni: caso generale

Data la sequenza

{z(k)}, kel

che ammette campioni non nulli (IN NUMERO FINITO) anche per
istanti di tempo negativi, si costruisce la sequenza ritardata

y(k) = x(k—m) keZ
Tra le z-trasformate delle sequenze vale la relazione
-1

Y(z) =z MXE) +z27™ Z x(p) z7?

1= —m

i di

Prof. Thomas Parisini
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\

Fox =1
LM L :I‘(p) z—(}!) _|_ L .1'('1.7) E-(P)

-p:D p=—m

==]]:
M X(z) + 2™ b .1'(p)z_(P) = Y(2)

p=-—-m

Prof. Thomas Parisini
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La relazione appena trovata € utile per trasformare le equazioni alle
differenze “all’ indietro”

w(k) = fle(k), ...,e(k—m); u(k—=1), ..., u{k —n))

fe(k)l notav k=0 incognita {u(k)}, k=0

ci. =  wul—-n), u(-n+1),....u(-1)

i di
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Un esempio

« Consideriamo I’ equazione alle differenze
(k) — 3xlk-1) + 2z(k-2) = u(k)
con condizioni iniziali date da
x(-2) =3 a(-1) = 12

e con ingresso (sequenza forzante nota) pari a

1 k pari
u(k) = 2 keR k>0
0 k dispari
Vogliamo risolvere I" equazione facendo uso della Z-trasformata.

i di
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La sequenza forzante pud essere riscritta nel modo seguente:

1 &k pari keT k>0

u(k) =
(k) { 0 k dispari

w(k) = 05 - [(—1)F + 1] C1(k)

e La sua Z-trasformata € allora

i

W) =08y T sl ~ e

In base alla regola descritta nella slide #110. e segg., applicando la Z-
trasformata all’ equazione alle differenze si ottiene

X(2) -3 [ 1 X(2) + =(-1)] +

+2 lz"2 N(z) + =(-2)+ a1 .J.'(—l)J = U(z)

X() = z [(3z - 22;‘( —31)_}_—-22: ;L‘(—?]]_

2 »2

R i (z+1)(z—1)

idi

Prof. Thomas Parisini

idi
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Esercizi sulla Z-Trasformata

Prof. Thomas Parisini F i di
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on 045241082
=) = (z+0.5) (z - 0.3)%

\ F(z) _ -042+41.08

2 (24 0.5) (z —0.3)2
i Sviluppo in fratti semplici
e PLi g G e KGR
z z 4+ 0.5 z—0.3 (z 0‘3)2

Prof. Thomas Parisini i di
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Z-antitrasformata

Tecnica analitica: sviluppo in fratti semplici

Esercizio 1

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

—-0.422+41.08z

F) = 105 o032

Si noti che poiché la #{ =) possiede uno zero nell’ origine, la nuova
espressione © _‘;” possiede gli stessi poli di (=) .

Prof. Thomas Parisini F i di
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F(z)

=

(& E= lim z—+ 0.5
L4 z—>—0.5( T )

—0.4 = 1.
y, =t =5
(-0.3) z=-05
Analogamente
—0.4z+4 1.
Cr o = —O gl = 52
' 2+05 lL=+03
Prof. Thomas Parisini i di
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FA-es Parte 1Z, 13§
In definitiva

Prof. Thomas Parisini F i di

Fz) 11,1 (&1 (22
El i (z 0.3
d | F(z
Cr1 = Ilim_ — (2) (2 — 0.3)2
z—0.3 dz “
. d |F(z
o1 = L5503y = -2
' dz| = £=0.3
Prof. Thomas Parisini F i di
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; —0.4:241.08z
F(z) = —+9
(z405) (z—0.3)° _
L\\1
FlE) = 2 [ ;']f‘ 2[130}i 4k fl’n\)] 1(k)

Osservazioni:

« la differenza di grado tra il polinomio a denominatore di F'(z) e quello
al numeratore & pari ad 1

« il primo campione della successione f{%) & nullo!

« I primi campioni della sequenza f (k) sono:

. 2 26 1 149
i} = {0‘_5‘ 25'57)‘@"'}

Proposta: ritrovare i primi 5 valori della sequenza con un metodo
numerico (long division oppure metodo computazionale).

Prof. Thomas Parisini i di
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Esercizio 2

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata
01(z+ 1)z

X(z) = (z—1)2(z - 0.6)

Vale la medesima considerazione fatta per |’ esercizio precedente:

poiché la X { z)possiede uno zero nell’ origine, la nuova
espressione (=} possiede gli stessi poli di x(z).

e Gl g ©Gip €21
z z—1 (z—1)2 (3—0_6)2

Prof. Thomas Parisini i di
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C12 = lim (z—1)? XE) = o5
d | X
Cy1 = Iim —{ﬁ (z— 1)2} = =1.0
' z— 1oz z
Y T X(z)
o1 = zlrgﬁ(z 0.6) o= 1.0
X() = ——— 405 —— + —

z2—1 (z—1)2 " 2z—06

o(k) = [~1+40.5k+ (0.6)*] 1(k)

{z(k)} = {0, 0.1, 0.36, 0.716, 1.1296, ...}

Prof. Thomas Parisini F i di
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Tecnica analitica: sviluppo in fratti semplici

Esercizio 3

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

2241

FIA)= m i

Si noti che poiché la #'{z}non possiede uno zero nell’ origine, la
nuova espressione ftzl possiede, oltre agli stessi poli di #(z} ,
un polo nell’ origine. ~

Prof. Thomas Parisini F i di
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Sviluppo in fratti semplici:

F(z) 241 Ci, Caa + C22

= a{z417 0 & sl (a+1)?

g G SRR ; o

G = Mg Coo = im = = -2
2497

€1 = lim {—r-f— F +l|} =B

& 1ldz # |
/ N
8(k) (- k1K)
Prof. Thomas Parisini i di

FA-es Parte 1Z, 144

FE) = 8(k)—2(=1)"1 . k. 1(k)
%_J

La successione diverge!

Che fosse una successione divergente lo si poteva dedurre anche dalla Z-
Trasformata iniziale, che presenta un polo doppio di modulo unitario!

I primi valori della sequenza [ (k) sono:

{f(&)} = {1,-2.4,-6...}

Proposta: ritrovare i primi 4 valori della sequenza con un metodo
numerico (long division oppure metodo computazionale).

Prof. Thomas Parisini i di
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Esercizio 4

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

X z41
F(z) = 7 B pe
z¢—4z+4+3
Fattorizzando:
; 2t 1
F(z) = — =~~~
(z—1)(z—-13)
si nota che esiste un polo a modulo maggiore dell’ unita: la successione
diverge!
Flz) =241 T DR . 5 T -
2 afr—1){z-3y =z +:;—1+z—3

Prof. Thomas Parisini
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Esercizio 5

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

0.625z (22 + 0.8z — 0.6)

Fley = (z-1)%

Osservazione

La trasformata presenta un polo di modulo unitario, con molteplicita

maggiore dell * unita (molteplicita 4): il segnale corrispondente &
certamente divergente.

Fz) _ Ci1 T2 C13 C1.4
G- G- G- eo0®

Prof. Thomas Parisini

idi
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. F(z) 1
& = | 2 = umee—
L ,:IT:'D[ z
iz
(31 = lim{z—1) () = ... = -1
g =1 z
Ca1 = lim(x—3) "E"J == 2
1 2 =z z
F{z) = -
(=) * 3z—-3 z—1
; 1 2 .k
1) = 360k + |35 - 1] - 1(h)
_H_I
Il termine divergente
Prof. Thomas Parisini i di
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F(z
Cra = _Iirq(:—l)qL_) = 0.75
Cy.3 = lim il [(:—1)4£} = 1.75
z—ldz z
L1 d? F(z)]
Cr2 = | s lz=1)% = 0.625
i T {( =

L 1 d3 F(z) -
Cr1 = lim 5353 {(: =1 = J =8

F(z) = 0.625 175 = 0.75
(=) —t 5t

Prof. Thomas Parisini
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Flz) = (62—
o

In definitiva

f(k) = [0.5k% + 0.125k3| 1(k)

i di
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Esercizio 6
Analizzare qualitativamente il segnale a cui corrisponde la Z-Trasformata

o (2;1—2}_ 1)
Y(z) (z4+142pi=z—1)

al variare del parametro p = R
Valore iniziale /M ¥(z) = 0 =u(0) ¥p

np o< —1

due modi distinti; un modo & associato ad un polo di modulo maggiore
dell'unita, quindi l'uscita del sistema diviene illimitata al crescere di k

i di
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= p = -1
in questo caso si ottiene Y(z) = B
z—1
wk) = =2-1(k-1)
-1 < no= 0
2z+p-—1

VY = =2 T _
(2) (z+2p+1)(z—1)

la sequenza si mantiene limitata e tende a zero asintoticamente,
dato che i modi della risposta sono associati a poli entrambi minori
dell'unita (in modulo).

idi
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2z-1

wp =0 Vi) = —— 77 —
W (z+1)(=-1)

yB) = (1) 600 — 51K + 2 - (1) 10)

comportamento oscillante permanente: poli di modulo unitario, semplici
] p =0

C’ & un polo di modulo maggiore dell'unita, quindi il segnale
diviene illimitato al crescere di k.

idi
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Esercizio 7

o Sj consideri I equazione alle differenze
(k) = 3x(k—=1) + 2x(k—-2) = e(k)
dove k) =0 ¥Yhk< -2 2(-2)=ux(-1)=1

1 k=0,2
0 altrove

e(k) = {

e Determinare per via numerica i primi 4 campioni non noti
della successione:

r(0) w(0) = 3(=1) 4+ 22(=2) = e(0)

z(0) =2

Prof. Thomas Parisini F i di

r(1) (1) = 32(0)+22(-1) = e(1)

(1) = 4

x(2) x(2) =32(1)+ 22(0) = e(2)

z(2) = 9

x(3) r(3) - 32(2)+2x(1) = e(3)

r(3) = 19

Prof. Thomas Parisini F i di
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e« Scrivendo un semplice script in ambiente Matlab si possono rapidamente calcolare i primi 25
campioni della sequenza

al passo 0 valore di x 2.00

al passo 1 valore di x 4.00

al passo 2 valore di x 9.00

al passo 3 valore di x 19.00

al passo 4 valore di x 39.00

al passo 5 valore di x 79.00

al passo 6 valore di x 159.00 al passo 14 valore di x 40959.00

al passo 7 valore di x 319.00 al passo 15 valore di x 81919.00

al passo 8 valore di x 639.00 al passo 16 valore di x 163839.00

al passo 9 valore di x 1279.00 al passo 17 valore di x 327679.00

al passo 10 valore di x 2559.00 al passo 18 valore di x 655359.00

al passo 11 valore di x 5119.00 al passo 19 valore di x 1310719.00

al passo 12 valore di x 10239.00 al passo 20 valore di x 2621439.00

al passo 13 valore di x 20479.00 al passo 21 valore di x 5242879.00
al passo 22 valore di x 10485759.00
al passo 23 valore di x 20971519.00
al passo 24 valore di x 41943039.00
al passo 25 valore di x 83886079.00

Prof. Thomas Parisini i di
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e Proviamo ora a risolvere I’ equazione alle differenze facendo
uso della Z-trasformata:

-1k
Zle(k —m)} = 27" X ()4 E: z(p)z—F

p=—mn

(k) — 3a(k—1) + 2x(k —2) = e(k)

z[z2(—1) (32—2) — 22(-2) 2]
22— 3242

X(z) = +
22 2241

+32—3z+‘2‘ 22

Prof. Thomas Parisini i di
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¢ In definitiva la sequenza cercata possiede Z-trasformata data
da:

_ £ 22+l
Hl2) = B L + (z—1)(z—2)

e Lo sviluppo in fratti semplici porta a

(=2)z
z—1

> z 1
X =satst

4o

M|
o
N

¢ Antitrasformando si ottiene quindi

1 5 k1
a(k) = 5 - 8(k) + ‘.2 2 1.‘ 1(k)

Prof. Thomas Parisini F i di
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Esercizio 1

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata
2 + 2
z et
1
(.:f — 2) (z—1)

Esercizio 2

Partendo dalla medesima Z-Trasformata F(z) dell’ esercizio precedente,
determinare i primi 3 valori della successione  f{%) utilizzando sia la
tecnica di “long division” che il metodo computazionale.

Prof. Thomas Parisini i di
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Esercizi sulle Z-Trasformate

Esercizi “per casa”

Prof. Thomas Parisini F i di
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Esercizio 3
Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

Prof. Thomas Parisini i di
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Esercizio 4

Si consideri I equazione alle differenze

r(B43) —2.20(k+2) + 1.57 2(k+1) — 036.0(k) = (k)
con condizioni iniziali x(0) = 0, =x(1) = 0. =z=(2) = 0
e sequenza d’ingresso (k) = 1(k)

Determinare:

= uno script Matlab che calcoli i primi 45 valori della sequenza (k)

= utilizzando la Z-trasformata, risolvere |’ equazione e trovare
I" espressione analitica del termine generico della sequenza (k)

= partendo dalla Z-trasformata della soluzione X(z) determinare,
utilizzando 1" algoritmo di long-division, i primi 5 valori della sequenza.

Prof. Thomas Parisini F i di
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FA-es Parte 1Z, 163

Esercizio 6

Si consideri ancora I’ equazione alle differenze
3 7
y(k) — Sk —1) + Sy(k—2) = (k)
4 8
con condizioni iniziali y({—1) = 1, y(—-2) = -2
e sequenza d’ ingresso e(k) = 0 Wk

Determinare:

=i primi 5 valori della sequenza, partendo dalla Z-trasformata della
soluzione Y (z) e utilizzando il metodo computazionale.

= utilizzando la Z-trasformata, risolvere |’ equazione e trovare
I" espressione analitica del termine generico della sequenza (k) .

Prof. Thomas Parisini
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Esercizio 5

Si consideri I equazione alle differenze

VR — ylk 1) + Lyh-2) = e(®)
o,

con condizioni iniziali  ¥({—1) = y(—2) = 0
esequenza d’ingresso (k) = 1(k—1)

Determinare:

=i primi 5 valori della sequenza, partendo dalla Z-trasformata della
soluzione Y (=) e utilizzando I’ algoritmo di long-division.

= utilizzando la Z-trasformata, risolvere |’ equazione e trovare
I’ espressione analitica del termine generico della sequenza (k) .

idi
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Esercizio 7

Si consideri I equazione alle differenze

wlk+2) + 3x(k) — 22(k—2) = (k)

z(—2) =12, =-1) =20
con condizioni iniziali
{.?‘(DJ =1, x(l) = -2

e sequenza d’ingresso (k) = 1(k 1)

Determinare:

=i primi 10 valori della sequenza, partendo dalla Z-trasformata della
soluzione X (z) e utilizzando I’ algoritmo di long-division.

= utilizzando la Z-trasformata, risolvere |’ equazione e trovare
I" espressione analitica del termine generico della sequenza () .

idi
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