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Trasformata Zeta

Segnali a tempo discreto
Equazioni alle differenze
La Z-trasformata: definizione e proprieta
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Segnali a tempo discreto
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Definizione: segnale a tempo discreto

e Consideriamo una sequenza di istanti di tempo

et < tg <t < s <ty <o

e Si definisce segnale a tempo discreto una successione di valori
associati alla sequenza temporale considerata

JAN
w = w(ty)
e Sevaleche 1 — tp._1 = T, Vk allora

w = w(kTs)
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Alcuni segnali canonici a tempo discreto

Per semplicita in cio che segue
trascuriamo di indicare
esplicitamente I’ intervallo /5
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(1 per k=~h
O per k#h

Impulso traslato  §(k — h) =

e Una sequenza qualsiasi a tempo discreto pud venir sempre
espressa come sommatoria di segnali 6 opportunamente traslati

e
w(k) = 6(k) +26(k—1)+ |
_5(k_2)+25(k_3) «:} -------------- pp ----- q ----- q ----- S .

A feeenes fomees Q ------------- RCCEEE +4 ------ demmeaes RCEEEE baneee |
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. o (1 per k>0
Gradino unitario 1(k) = «

k0 per k<O

e La sequenza 1(k) e utile per DR
evidenziare che una sequenza w(k)
é identicamente nulla per istanti di 1) I A O O T O O A
tempo negativi T N T

e .
! :

w(k) k> 0

wk) = (k) - 1(k) 4 w(k)z{o .

Fondamenti di Automatica
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Segnale
esponenziale

Evidenziando il
campionamento

Rampa unitaria

Evidenziando il
campionamento

w(k) =
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ak per k>0
O per k<O

w(k) = d® - 1(k) a€eC
wkTs) = a5 - 1(kTs)

(k per k>0

w(k) = |
KO per k<O

wk) = k - 1(k)

w(kTs) = kT » 1{kTs)

Fondamenti di Automatica
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L-(h)

Polinomio fattoriale di ordineh  f(k) = T 1(k)

« Si definisce ricorsivamente

O 2 1(k)

L) k(k—1)---(k—h+1)
— = h!
h!

0 per h>0,k<h

per h>0,k>nh

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




oSi ottiene

Prof. Thomas Parisini

L(1)
1!

L(2)
2!

L(3)
3!

(4)

4]
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= k- 1(k)
k(k—1
B (2! 1k
:%(kQ—k)-l(k)
k(k —1)(k —2
_ K 3)!( )-1(k)
_ (é/ﬁ) _ %kQ + ;/@) (k)

k(k—1)(k—2)(k—3
MG =D

1, 1. 11, 1
—( —rt = k2 k)1
(24k Sk ok 4k> (k)
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L-(h)
e la sequenza f(k) — T : 1(k)

sara fondamentale nello studio dei sistemi dinamici a tempo discreto!

k(h) th

Fk) = S - 100 Ft) = > - 100

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Altra notazione possibile: i coefficienti binomiali
L(h) k
— = -1(k
()

C k(k—1)(k—2)---(k—h+1) [ perh>0]

k
( >< h! k>h
. i i

1 [per h = 0]

con
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Segnale sinusoidale

w(k) = A«

w(k)
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f‘

sin(wk) per k>0

k<O

O per

\

= sin (wk) - 1(k)

Evidenziando il
campionamento

w(kTs) = sin(QkTs) - 1(kTs)

QTSZ(D

Fondamenti di Automatica
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Esempi

e segnali elettrici generati da suoni catturati attraverso un microfono (es.
persona al telefono), sottoposti a campionamento e digitalizzazione

I I I I I
0.5 - il

04 - o

0.3

0.2

0.1

0

segnale

-0.1

-0.2

-0.3

04 - —

0.5 =
5.492 3.494 5,496 3498 3.5 3.502

tempo[s]

Dave Bowman: “Open the pod bay doors, HAL. “
HAL: “I'm sorry, Dave. I'm afraid | can't do that. “

[2001: A Space Odyssey (1968) ]

durata: 7 s; campionamento: 48000 campioni al secondo; codifica in formato WAV (16 bit)
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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i | o e S SR e e Uiy SRR, 1

=
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campioni
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386 3.601 3602

3605
tempo [s]

3.609 361

J. Keating: “No matter what anybody tells you, words and ideas can change the world.” —

[Dead Poets Society (1989)]

durata: 6 s; campionamento: 48000 campioni al secondo; codifica in formato WAV

Prof. Thomas Parisini
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e segnali intrinsecamente a tempo discreto, come ad esempio quelli

delle cosiddette serie temporali (dati metereologici, geofisici,
economici ecc.)

. 7/10/1993al
 3/08/1994

portata [em 3181
< o
= =

portata media giornaliera del Danubio a Donauworth, dal 1/1/1985 al 31/12/2004 -
fonte: Universita di Wiirzburg — 7300 campioni (1 campione al giorno)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




FA-es Parte 1Z, 16

Equazioni alle differenze

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




FA-es Parte 1Z, 17

Definizione

e A partire dalla sequenza {u(k)} k=0,1,2,--- si vuole elaborare
una seconda sequenza discreta {y(k)} k=0,1,2,--

e Il campione generico della sequenza {y(k)} viene calcolato nel
medesimo istante in cui viene acquisito un nuovo campione di {u(k)}

e La legge di calcolo del nuovo valore di y(k) e ricorsiva: il campione
all'istante k viene determinato in funzione di al piu tutti i campioni agli
istanti precedenti

y(k) = f(y(k =1),---,y(1),y(0), u(k), u(k = 1), -, u(l),u(0))

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e Supponiamo ora che il termine generico ¥(k) dipenda soltanto
da un numero finito di valori passati sia della sequenza {y(k)}
che della sequenza{u(k)}

y(k) =f (y(k — 1)7 T 7y(k - n)?“(k>7u(k - 1)7 T 7u(k - m))

e In tal caso I’ equazione si dice equazione alle differenze di
ordine n, dove n e la “distanza temporale ” massima tra gli
elementi della sequenza incognita, che compaiono
nell’ equazione.

(k)vu(k _ 1)7 T vu(k _ m))

e Le equazioni alle differenze finite rappresentano |’ analogo a
tempo discreto delle equazioni differenziali nel caso a tempo
continuo.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e Ricapitolando, una equazione alle differenze finite € una
equazione che ha come incognita una funzione a tempo
discreto (una successione o sequenza).

e L' equazione alle differenze esprime il legame tra la
successione incognita ed altre successioni note, eventualmente
assegnando anche opportune condizioni iniziali. Il legame viene
espresso tramite una relazione che lega tra loro e/o alle
successioni note i valori della successione incognita ad istanti
discreti di tempo diversi:

y(k) — f(y<k _ 1)7 T 7y(k _ n)vu(k)au(k - 1)7 C 7u(k o m))

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e Il termine equazione alle differenze deriva dal fatto che e
possibile definire le differenze finite

Vylk)=y(k) —y(k—1) Differenza di ordine 1

2 _
Vay(k) = Vy(k) — Vy(k —1) Differenza di ordine 2

V3y(k) = V2y(k) — V3y(k — 1
y( ) y( ) y( ) Differenza di ordine 3

Viy(k) = VP ly(k) — VP gy (k — 1
y( ) y( ) y( ) Differenza di ordine n

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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o Itermini y(k), y(k—1) ecc. si  possono allora
esprimere in funzione delle differenze finite Vhy(k)appena
definite [una sorta di rapporti incrementali]

y(k —1) = y(k) — Vy(k)

y(k —2) = y(k) —2Vy(k) + V?y(k)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e Sostituendo nell’equazione
y(k> — f (y(k - 1)7 C 7y(k o n),u(k),u(k o 1)7 T ,U(]C o m))
si ottiene
f (y(k), Vy(k), V3y(k), -, V" y(k),

u(k), Vu(k), Vau(k), -+, V™u(k)) = 0

e Le due espressioni sono equivalenti, ma la prima delle due
(quella ricorsiva) e quella che verra utilizzata in questo corso.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Un semplice esempio

e Partiamo dall’ equazione alle differenze di ordine 2

uw(lk) = —aju(k—1) — aru(k —2) 4+ bge(k)

e Sostituiamo ai termini u(k — 1), u(k — 2) le espressioni
u(k —1) = u(k) — Vu(k)

u(k —2) = u(k) — 2Vu(k) + V2u(k)
e Sij ottiene I’ equazione equivalente

aaV2u(k) — (a1 + 2a2) Vu(k) + (a2 + a1 + 1) u(k) = boe(k)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Osservazioni e definizioni

e Nel caso in cui la funzione f( ---) sia lineare si ottiene una
equazione lineare alle differenze di ordine n:

y(k) = bo(k)u(k) + by (k)u(k — 1) + -+ by (k)u(k — m)+
—ay(k)y(k —1) —az(k)y(k —2) — -+ — an(k)y(k —n)

e Le equazioni lineari alle differenze rappresentano |’ analogo
delle equazioni differenziali lineari del caso a tempo continuo.

e In generale i coefficienti dell” equazione possono variare, al
variare dell’ istante di tempo considerato:

bj = bj(k), a; = a;(k)

Fondamenti di Automatica
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Ancora definizioni

e Se i valori dei coefficienti a;, b; sono costanti, si ha
un ' equazione lineare alle differenze a coefficienti
costanti.

y(k) =bou(k) + byu(k — 1) + -+ + bpu(k — m)+
—a1y(k —1) —agy(k = 2) —--- —any(k —n)

e Questa particolare classe di equazioni alle differenze sara
quella di interesse nel corso.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Come si risolve un’ equazione alle
differenze, lineare, a coeff. costanti?

e Si puod dimostrare che la soluzione & unica qualora siano noti i
valori iniziali della sequenza incognita [ovviamente le altre
sequenze che compaiono nell’equazione devono essere note] e
I istante iniziale [cioe le condizioni iniziali].

e Per ottenere campione per campione la sequenza incognita €
possibile risolvere ricorsivamente | equazione.

e Non e una tecnica efficiente! Esistono metodi piu efficaci! Se ne
riparlera nel prosieguo del corso ...

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Esempio

e Sjvuole risolvere I'equazione
y(k) =y(k —1) +y(k —2) + u(k)
a partire dall'istante &k = (), con condizioni iniziali
y(k) =0 Yk < —2 y(—=2) =0, y(—=1) =0

e sequenza “eccitante” datada u(k) = §(k)

e La sequenza-soluzione risulta essere allora (“sequenza di

Fibonacci”)
y(0) =y(—=1) +y(=2) +u(0) =1 y(1) =y(0) +y(-1) +u(l) =1
y(2) =y(1) +y(0) +u(2) =2 y(3) =y(2) +y(1) + u(3) =3

fy(k)y={1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, ...}

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Esempio (continua...)

e Script in Matlab® per determinare i primi 10 campioni

N = 10; % 1 primi N+1 valori della sequenza soluzione
yml = 0; ym2 = 0; % valori iniziali
% y(-1) -> yml || y(-2) -> ym2

% preallocazione delle variabili
uk = zeros(N+1,1);

uk(l) = 1; % il primo campione e' pari ad 1, tutti gli altri
sono nulli
y offset = 2; % due le condizioni iniziali su y

vk = zeros(N+1l+y offset,1l); % prealloco anche per le
condizioni iniziali

% (continua..)

Fondamenti di Automatica
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clc

disp('================s=======ss=====ss======');

disp('soluzione di y(k)=y(k-1)+y(k-2)+u(k)"');

disp('con y(-2)=y(-1)=0 u(k)=imp(k)");

fprintf(l, '\n valutati i primi %g valori della soluzione \n',N);
disp('==========m==m=mmmmmmmmmmmmeeeeeeo )

for k = 0 : N

o

ciclo sugli istanti di tempo per cui

o

si vuole risolvere 1'equazione
alle differenze

- o°

ik = k+1; % indice per i vettori uk ed yk
vk(ik+ty offset) = yk(ik+y offset-1) +
yk(ik+y offset-2) + uk(ik);

messaggio = sprintf('al passo %d valore di y %.2f',..
k,yk(ik+y offset));

disp(messaggio); % visualizza risultato
end % for

Prof. Thomas Parisini
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e Risultato visualizzato in Matlab®

soluzione di y(k)=y(k-1)+y(k=-2)+u (k)
u(k)=imp (k)

con y(=2)=y(-1)=0

valutati 1 primi

0 valore
1 valore
2 valore
3 valore
4 valore
al passo 5 valore
6 valore
7 valore
8 valore
9 valore
1

di

valori della soluzione

KKK KKK KKKK

8.00

13.00
21.00
34.00
55.00

0 valore di y 89.00

Prof. Thomas Parisini
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Esempio (continua...)

e Quale e il comportamento della sequenza soluzione? Diverge?
Converge ad un valore finito?

e Il comportamento da che cosa dipende? Dalle condizioni iniziali?
Dal segnale di eccitazione?

e Provare a cambiare le condizioni iniziali ed a risolvere di nuovo
in maniera ricorsiva l'equazione...

e Provare ad utilizzare un altro segnale di eccitazione (con
ampiezza limitata)...

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e ultima parte dello script

$—-analisi del termine k-esimo della successione--

% viene disegnato 1'andamento del rapporto

2 yv(k)/y(k-1) per k=2,3,....

rapporto k kml = yk(y offset+2:end)./yk(y offset+l:end-1);
figure('Name', 'successione di Fibonacci');
stem(rapporto k kml, '£fill");

title( 'rapporto y(k)/yv(k=-1)");

hold on;

Fidia n = (l+sqrt(5))/2;

plot(ones(size(rapporto k kml))*Fidia n,

r-=")i

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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rapporto y(k)fy(k-1)

2 -
IR RN ST SN ORI
14 ¢

L 2

y(k) =y(k — 1)+ y(k — 2) + u(k) u(k) = (k)
y(—2) =0, y(-=1) =0 y(k) =0 Yk < —2

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




FA-es Parte 1Z, 34

Un altro esempio

e Proviamo a modificare I'equazione alle differenze, in questo

modo y(k) = y(k — 1) — y(k — 2) + u(k)

e A parita di condizioni iniziali e di segnale eccitante, come evolve
la soluzione stavolta?

y(=2) =0, y(-=1) =0 u(k) = 6(k)
y(k) =0 Vk< -2

{y(k)}:{17 ]‘7 O? _]‘7 _]‘7 O? 17 ]-7 O) _]-7 _]-7 O) }

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Osservazioni

e La formulazione presentata finora per le equazioni alle
differenze non e |’ unica possibile.

e L’ espressione
y(k) = f(y(k=1),--- ,y(k —n),u(k), - ,u(k —m))
esprime una relazione ricorsiva “all’indietro”, che fornisce |l
valore all'istante attuale della successione incognita {y(k)} in

funzione di valori passati della successione stessa{y(k)} e di
quella assegnata {u(k)}

e E una formulazione utile ad esprimere algoritmi da eseguire in
real time, quali elaborazione di segnali campionati (es. tramite
DSP quali filtraggio, cancellazione d’ eco ecc.) ed algoritmi di
controllo.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e Esiste anche la possibilita di esprimere le equazioni alle
differenze tramite una relazione ricorsiva in avanti

y(k+n)=gyk+n—1),---,y(k),ulk +m),--- u(k))

e (Questa relazione fornisce allora un valore nel futuro della
sequenza incognita {y(k)}[in particolare n passi nel futuro, se n
e |’ ordine dell’ equazione alle differenze], in funzione di valori
futuri ed all’ istante attuale sia della sequenza {y(k)} che di
quella assegnata {u(k)}.

e E una formulazione utile a descrivere algoritmi di previsione,
cioe modelli matematici utilizzati per predire I’ evoluzione futura
di fenomeni e/o grandezze ecc.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Ancora altre osservazioni

e Per una equazione alle differenze di ordine n descritta da una
relazione ricorsiva “all’'indietro”, in cui la sequenza incognita {y(k)}
abbia inizio all’istante k¥ = 0 , le condizioni iniziali saranno

y(k) = fyk = 1), y(k =n),u(k), -, u(k —m))

{u(k)} notaVk >0 {y(k)} incognitaVk > 0

ci. & y(—n), y(—n+1), y(—n +2), --- y(—1)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e Per una equazione alle differenze di ordine n descritta da una
relazione ricorsiva “in avanti”, in cui la sequenza incognita
{y(k)} abbia inizio all'istante ¢ = 0 , le condizioni
iniziali saranno

y(k_l_n) :g(y(k_l_n_l)?"' 7y(k)7u(k+m)v”' 7u(k))

{u(k)} notaVk >0 {y(k)} incognitaVk > 0

cil < y(0), y(1), y(2), -+ y(n —1)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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La Z-trasformata

Definizione, proprieta, trasformate elementari
Antitrasformazione
Teoremi

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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La Z-trasformata e un
OPERATORE funzionale

Z (.

Dominio complesso

Z_l {} .

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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La Z-trasformata: definizione

La Z-trasformata della successione {Cl?(k:), k = 0, l, 2, . }

0, Vk<O
o
& la funzione di variabile complessa X (z) = Z w(k)zﬁk
k=0

Raggio di convergenza: tipicamente la serie che definisce la
trasformata converge al di fuori di un cerchio nel piano della variabile
complessa 2z :

z| >R, conzeC

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Nel caso di segnali campionati:

e Se il segnale a tempo discreto e stato generato per campionamento, si
definisce la Z-trasformata della successione in maniera analoga :

{.:C(kTS), k=0, 1,2,...}
0, Vk<O

>0

X(z) = Z 2(kTs)z "

k=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Notazioni ed osservazioni

e In generale non viene esplicitamente indicato I’ intervallo di campionamento
T con il quale e stata eventualmente ottenuta la sequenza xz(kTs) ma
semplicemente la si indica con z (k)

e Nella maggioranza dei casi, le Z-trasformate che considereremo saranno
funzioni polinomiali (in particolare frazioni con polinomi a numeratore e
denominatore).

e L’ espressione di una Z-trasformata (nei casi di nostro interesse) puo essere
espressa tramite potenze di z oppure di 21

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e Dal punto di vista algebrico sono equivalenti. L" unica difficolta sta nel

definire zeri e poli, perché nelle due notazioni sono differenti [zeri e poli
sono le radici dei polinomi a numeratore ed a denominatore]. Per poli e
zeri useremo sempre la notazione con potenze di z

N(2) : radici di N(2)

: radici di D(z)

e Per ammettere Z-trasformata nel modo in cui e stata definita, le sequenze
che consideriamo devono essere causali, ovvero

(k) =0, Vk<O

Fondamenti di Automatica
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Esempio

e (Consideriamo la Z-trasformata

224+ 0.5z _ 2z(2+0.5)
224+32+2 (241)(z+2)

e E immediato determinare zeri e poli dell’ espressione analizzata.

X(z) =

e Se la Z-trasformata fosse espressa tramite potenze di »—1, lo zero in
~ — ( hon sarebbe piu cosi facilmente individuabile

14+ 0521 14+05z1

X = 1931422 14+z1HA+221)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Proprieta della Z-trasformata

e Linearita

Zle1 f(k) +cag(k)] = c1 Z[f(k)] + c2Z [g(k)]

e Traslazione nel tempo: anticipo di 1 campione

Zz(k+1)] = z[X(2) —z(0)]

* Traslazione nel tempo: anticipo di ™ campioni

m—1

Zlx(k+m)] = 2 | X(2) — Z z(k) 27"
k=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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. {z(k)}
—& = k,
@J . (k) = z(k+2)
(k) =0Vk<O . .
—® L :k

(k) = 2(k+2)} (—o—o—o— -
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® Traslazione nel tempo: ritardo di 1 campione

Zlz(k—1)] = 271 X(2)

® Traslazione nel tempo: ritardo di m"m» campioni

Zlz(k—m)] = 27" X(2)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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. {w(k)}
—a & .
7 4 (k) = z(k—2)
———— ‘k
(k) = a(k—2)} ol " ,
k

Fondamenti di Automatica
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® Traslazione in frequenza

z{dz(k)} = X (a_lz)

® Differenziazione complessa

Z{ka(k)} = —Z%X(Z)
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® Prodotto di convoluzione

I segnali sono causali.

{h(n)} = {f(K)} » {g(k)}
n (o)

h(n) = ) f(K)gln—k) = 3 f(k)g(n—k)
k=0

k=0

n
h(n) = 3 f(n—k)g(k) = fn—k)g(k)
k=0

k=0

Z{h(n)} = F(z)G(2)
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f (k) , - {h(n)} = {f(B)} » {g(k)}

B " g(—Fk)
g(k) [ ] ® ] 2 B
e @ o o o o k:
o : 9(3 — k)
k
= 1
k
@ & @ ® & 3
- - . h(3) == > [f(k)g(B—k)
k k=0
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® Teorema del valore iniziale

Data una sequenza {a;(k)}z@:O per la quale esista
la Z-trasformata,

se esiste finito |lim X (z) allora

zll_}rgo Az y = ]limoa':(k) = #(0)
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® Teorema del valore finale

Data una sequenza {ﬂi(lf)}c;;o:o per la quale esista
la Z-trasformata X (2),

se tuttiipolidi X(2) hanno modulo minore
di 1, escluso al piu un polo sempliceinz =1,

allora esiste finito lim z(k) e
k— o0

im z(k) = lim [(1 -z—l)X(z)}

k— o0 z—1

Fondamenti di Automatica
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Esempio: applicazione dei teoremi

2z+1
(z—1)(3s1+1)

e Sj consideri la Z-trasformata Y(z) =

e Sfruttando i teoremi del valore iniziale e del valore finale, determinare:

y(0) =7 y(1) =7 lim y(k) =7

k— o0
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e Per il teorema del valore iniziale:

- 2z+1
y(0) = z“_»rgoy(z) JAim (—1) 32+ 1)

Applicando la regola dell’ anticipo ed ancora il teorema del valore
iniziale si ottiene poi:

z(2z4+1) 2

pltd = Ji e [¥i=) = (0] = ,Hoo( “1)((3z+1) 3

Applicando infine il teorema del valore finale si ottiene:

—1 2 1l
im y(k) = lim © 2T

3
k—o0 z—1 z '(z—l)(3z—|—1)_z
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Esempio: soluzione di una equazione
alle differenze

Si consideri I equazione alle differenze

y(k+1) = 3y(k)+y(k—1)+u(k) y(k)=0Vk <O

Applicando la Z-trasformata ad ambo i membri, per le proprieta viste si
ottiene

22 y(0) | 2
Yia) 22 3z -1 z2—3z—1U(Z)
A\ ~ J — ~ _J
/ N\
dipende dalle condizioni dipende dalla sequenza
iniziali (soluzione libera) d’ ingresso (soluzione
forzata)
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Trasformate notevoli

® Impulso unitario

s ={ 5 berhZe = Z{6(k)} =1
® Scalino unitario

(1 perk>0 _ 7
1(‘%)_{0 per k <0 — Z{l(k)}_z_l
Dimostrazione Serie geometrica

i “ 1 z
_ -k = —
Z{l(k)}—kgoz C1-—2z"1 z-1

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini



FA-es Parte 1Z, 59

® Rampa
_ [k perk >0 Z{z(k)} = —
x(k)_{o perk<0:> (z— 1)
Dimostrazione Differenziazione complessa
e
T d 2 2
Z{z(k)} = Y kzF = - [ } =
tw (k) go © Tz lz—1] T (z-1)2
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® Segnale polinomiale

| K™ perk >0
w(k)_{ O perk <O

N

2k} = ( dez)“

(z— 1)

Dimostrazione

Differenziazione complessa n volte
v/
oo k d T VA
2y = F et = () [
=0} = 3 & N

0
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Dimostrazione (cenni — continua)

+0o0
Z{x(k)} =) k(kE(--(k-1)) ="
k=0 e

n volte
o df d [ d =z
N Zdz zdz Zdz z—1
lte 1 N d
n volte 'operatore — Z——
retop dz

Esempio

21k} = _Zd% (_dez (z - 1)) - ?,z(iﬁ)l??
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® Potenza con esponente intero

| df k>0 _ _Z

W = {5 K20 = 260 =
z2 D L]
Dimostrazione ~=
o0

k _ bk — M _ %

Zlati) = 3 (-1 (z-a)
® Esponenziale

et k>0 . 2

Wf):{ 0o k<o " PTG

Prof. Thomas Parisini
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® Segnali sinusoidali

z(k) = sin(wk) 1(k)

z Sinw
&> SR = (22 — 2z2COoSw + 1)

. ejWk_e—jwk ]Wk‘; —jwk
sin(wk) = - cos(wk) = € e
21 2

x(k) = cos(wk) 1(k)

2z —2zcCosw
&> Zlelh)) = (z2 — 22 COSw + 1)
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® Segnali “composti”

z(k) = a”sin (wk) 1(k)
&> Z{a(k)} = az Sinw

(z2 — 2az COSw —+ a2)

(k) = a” cos (wk) 1(k)

Z2 — az W
L Z{z(k)} = .

(z2 — 2az COSw + a,2)
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® Polinomio fattoriale di ordine n

(n)
oli) = i—l 1 (k)

con N
O = 1(k)
( k(k—1)---(k— 1
&é< ( ) n'( n+1) per n>0,k>n
- = .
" . 0 per n>0,k<n

<

Z [x(k)] =

Fondamenti di Automatica
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Altra notazione possibile: i coefficienti binomiali

k z

z(k) = k) Z2lx(R)] = (- _ 1)y

n

con
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Cenni di dimostrazione

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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® Polinomio fattoriale di ordine n pesato
da potenza con esponente intero

o) = 5 b n 1

n
- K ( )a,k_'”' _ P
n! (z — a)n_l_l

Cenni di dimostrazione

L (n) 1 [ 1.(n) | o~ | Traslazione in frequenza
Z fF T = — 2z a®

] n! | a™ ! n! | ¥~ | Polinomio fattoriale
= —@ ak_n— _ 1 za 1 _ z

' % | &* (z a1 — 1)n+1 (z — a)n_l-l
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La Z-antitrasformata

La Z-antitrasformata della funzione

F(z) = Z[f (k)]

e definita come la sequenza

F) = 27UFE) = 5 fF T RE) s

incui [ € una curva chiusa contenuta nella regione di
convergenza.
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Si consideri una classe particolare di funzioni X (z) , ovvero le
funzioni

N(z)  bmz™+ b, 1ML .. + By
D(z)  anz"4+a, 12" 14+ ...+ ag
dove assumiamo 1 < m, Ovvero

X(z) =

(z—21)M1 (2 — 25)™2. .. (2 — zp)™

(z —p1)™ (2 —p2)™2...(2 — pg)™

X(z) = K

mi1+mo+ ...+ mp =m,
n1+n2—|—...—|—nq:n

z1,...,2r € C zeri ,

p1,...,pr € C poli
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Tecniche di Z anti-trasformazione

® Tecniche numeriche:

- “long-division”
- metodo “computazionale”

® Tecniche analitiche

- espansione in fratti semplici
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Tecnica della “Long-division”
o divisione ripetuta

@ Si tratta di una tecnica semplice che permette di
determinare termine a termine gli elementi della

sequenza (1) = z—1[X(2)]

° E opportuno esprimere X (z) in funzione di
potenze negative -1 _—2

’ ’...

Prof. Thomas Parisini
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Esempio

_ 10245 _ 10z 145,72
X(2) = 275,705 — 1-12:-1402:2

Si esegue la divisione ripetuta del polinomio al numeratore per |l
polinomio al denominatore:

10z~ 1 4+ 5272 1 -12z"1 40222

— 10z~ 1 - 12272 — 2,3 1021 -+ 1722 -

17272 — 2,3
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e Il risultato € una combinazione lineare di potenze negative

10z~ 4+ 17272+ ...

e Ricordando che, per definizione, si ha

©.¢)

X(z) = Y 2(k)z7F = 2(0)+2(1)z 142 (2)272 4+ -
k=0

per semplice confronto si ottiene la sequenza

z(0) =0
x(1) =10
#(2) = L7

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




FA-es Parte 12, 76

“Long division”: riassumendo

e Metodo numerico e ricorsivo: fornisce i wvalori numerici della
successione termine a termine, non la forma chiusa della soluzione.
Questo puo essere uno svantaggio, a volte.

e Si basa su operazioni di divisione di polinomi: € una tecnica semplice
dal punto di vista computazionale (vantaggio).
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Metodo "computazionale”

Si tratta di un’ altra tecnica semplice che permette di determinare
termine a termine gli elementi della sequenza (k) = z—1 (X (2)]

X(2) = X&) M= N)rr(x)

D(z) ﬂ

D(z) X(z) = N(2)U(z)
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Utilizzando le proprieta viste per la Z-trasformata si perviene
all’ equazione alle differenze:

anx(k+n)4+a,_1z(k+n—1)+...4+agz(k) =
bnu(k+m)+b,_1ulk+m—1)4+...4+ bgu(k)

Non rimane che determinare le condizioni iniziali per risolvere
termine a termine |” equazione alle differenze.

I campioni cosi determinati sono i valori della successione che e
la Z-antitrasformata cercata.
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Esempio

— 10z45
X(z) = 2— 1205402

&> (22 — 1.2z + 0.2) X(2) = (102 +5)U(2)

&> r(k+2)—1.22(k+1)4+0.22(k) = 10u(k+1)+5u(k)

o U() =1 :>u(k)={é 2;8
e x(k)=0,Vk<O

&> k=-2 mm) 2(0)=0
k=-1 mm) «(1)=10
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Metodo “computazionale”: riassumendo

e Metodo numerico e ricorsivo: fornisce i valori della successione
termine a termine, non la forma chiusa della soluzione. Questo puo
essere uno svantaggio, a volte.

e Si basa sulla supposizione che la Z-trasformata oggetto di studio
rappresenti un’ equazione alle differenze con come ingresso un segnale
ad impulso discreto, centrato nell’ origine: € una tecnica semplice dal
punto di vista computazionale (vantaggio).
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Espansione in fratti semplici

@ Si tratta di una tecnica analitica per determinare la sequenza

v(k) = 271X (2)]

® Siesprime X (z) come somma di un numero finito di
termini elementari di cui si sa determinare la Z-
antitrasformata

® Il primo passo consiste nell’ aggiungere un termine 2z al
denominatore (cio si puo sempre fare):

X(Z)_ Gy & Cn
X(z) ) ; —Z_p1+z_p2+...z_pn

L]
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In generale:

X - _“11 , C1ny |
‘ (z —p1) (z —p1)™
Co1 | C2n,
| .
(z —p2) (z — p2)n2
Cq1 ... Cang ]
(2 — pq) (2 — pg)™a
1 [ di=D) x () -
“id = (n; —7)! 2, idz(”i_j) . P j
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NB ~. _ —|NB
z 1 [@] =3 z1 Cife)
i ] (z —pi)_
C. .» L(7—1) b
z-l|_Z8i% | — o Itk
{(Zpi)j} St =
q B N U1 i1y
Z7[X(2)] = ;Cm (i _ 1)!29?; 1(k)

Prof. Thomas Parisini
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Caso in cui tutti i poli sono distinti: NB
) oy S s Y]
— T ST .z

S C Rt
i—=1 _(Z o p?,)_

L :- [ =

(2 — p;)

— zpz 1(k)

&> Z7 X ()] = Y Cipf 1(k)
=1

C; = lim

~—Pi Z

{X@)@—pn}
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Esempio: poli tutti distinti

X12) 10z
iz —_—
22 —-122+40.2
X(z) _ 10 _ C1 | Co
g 22 —1.2240.2 z—1 2-0.2
C1 = lim 10 _ 155
g5 & — .2
Co = Iim 10 = —12.5
702 7 — 1
12.5 12.5
X(2) = Z Z

z—1 B z— 0.2
&> z(k) = 12.5 - 1(k) — 12.5 - 0.2k 1(k)

Fondamenti di Automatica
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Esempio: poli multipli

X(z) = 23_2,72;2-7—2.42'—0-7
Xiz) = 2_610,7 = 362211 ¥ (z,«(:%i)2
sag = [(2_1)2 Xiz)

|

|
—
ul—*
(Y

o {2

Prof. Thomas Parisini
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X(z) 111 111 3.3
z  z—-07 z-1 (z —1)2

11.1 11.1 3.3
XT(z) = 2 z 2

2—07 z2-1 (z —1)2
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(k) = [11.1 (O.7)"’-|—3.’3k—11.ﬂ 1(k)

Prof. Thomas Parisini
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Espansione in fratti semplici: riassumendo

e Metodo analitico: fornisce direttamente la forma chiusa della
soluzione (vantaggio)

X(z) <= AHz(k)}

e Si basa su tecniche d’ analisi e proprieta di funzioni di variabile
complessa: € una tecnica “ pesante ” dal punto di Vvista
computazionale (svantaggio).
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Analisi qualitativa di una Z-Trasformata

o Assegnata una trasformata X (z) che cosa si puo affermare, in
maniera qualitativa, in merito all’ andamento del segnale
—1
r(k) = 277 [X(2)] ?

e Ad esempio: in quali condizioni x(k) sara un segnale costante,
oppure divergente, oppure tendera a 0?

e L’evoluzione temporale del segnalex (k) puo essere ricavata, in

modo qualitativo, analizzando i poli della corrispondente
trasformata X (2).
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Analisi qualitativa: poli semplici

Verranno considerate le trasformate elementari:

a € R

® X(z2)

< — a

az Sin w

a, w € R
22 — 2azCOSw + a? ’

o X(z2)

Fondamenti di Automatica
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Poli reali semplici:

Z

o Iltermine elementareé X (z) = a €R

< —

al quale corrisponde la sequenza elementare

(k) = a"1(k), k>0

e Come varia il comportamento della sequenza elementare z(k) al
variare della posizione del polo p = a?
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Poli reali semplici:

Im(z)

Consideriamo sei
possibili posizioni per il
polo p. (5) 4) 1)

(6)
. . Re(z)
A ciascuna di esse
corrisponde un diverso
comportamento della

successione z(k)
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Poli reali semplici:

(0557 REITITISIE] TEEIPIPYRTSS MPYTYSYRIER EEPYSYRIBIRY TP T

2 4 6
'(3)0<a< 1 (4)1""“‘0

X

100
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Poli reali semplici:

In definitiva:
Vale anche per

/ poli multipli!

oa)<1 mm z(k) —0,perk— oo

Nel caso di poli multipli,
la successione diverge!

ola|=1 W) |z(k)|=1,V,k

® |a| >1 :> x(k) — oo, per k — oo

\ Vale anche per

poli multipli!
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Poli complessi coniugati (semplici):

e Il termine elementare e

az Sinw
22 — 2azCOSw + a?

X(z) = a, w € R

al quale corrisponde la sequenza elementare

(k) = a* sin(wk) 1(k), k>0

e Come wvaria il comportamento della sequenza elementare
x(k) al variare della posizione dei poli  p; 5, = qe®/¢ nel
piano complesso?
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Poli complessi coniugati (semplici):

Im(z)
Consideriamo sei

s L (6) (5) 1 ~(2)
p055|b|I_| p.OSIZI.OnI per © @) X (3 x (1)
la coppia di poli.
A ciascuna di esse

. - Re(z)
corrisponde un diverso

X (4) X X % (1)

comportamento della ] (5) (3) 2)
successione z (k)

Fondamenti di Automatica
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Poli complessi coniugati (semplici):

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




FA-es Parte 1Z, 98

Poli complessi coniugati (semplici):

In definitiva:
Vale anche per

/ poli multipli!

® p1o| <1 :> x(k) — 0,per k — oo

o Nel caso di poli multipl,
® |p1,2| =1 > lz(k)| limitato , Yk« a successione diverge!

® [p1o|>1 :> x(k) — oo, per k — oo

\ Vale anche per

poli multipli!
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Poli multipli: poli reali

Il termine elementare e
2

X (z) :C(z—a)’n acR, n>1

al quale corrisponde la sequenza elementare

(k) = C’( g )ak—nﬂl(k)

n—1

Come varia il comportamento della sequenza elementare x(k)
al variare della posizione delpolo p = a ?
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e Ricordando I’ espressione del polinomio fattoriale € possibile scrivere

k(=1 ((k=2)...(k—=n4+2)

z(k) = C (D) a1 (k)
e ovvero
p(k)
o(k) = (nfl)! [kn—1+a1kn—2_|_..._|_%_2k Fnt11 (k)
\— /
'

Polinomio di grado (n-1) in k
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Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Poli reali multipli:

C
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In definitiva: (k) = [p(k)] ™ "1 1(k)

(n—1)!

®a <1 :> z(k) — 0,per k — oo
elaj=1 M z(k)— oco,per k — oo

e a| >1 mm) z(k) — oo,per k — oo

Prof. Thomas Parisini
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Poli multipli: poli complessi coniugati

e Il termine elementare e

X(z)=C—F2 40— "=
(2) _——

(z —a)"

a, CeC, n>1

con a = pel?

e Come varia il comportamento della sequenza elementare z (k)
al variare della posizione del polo p = a?
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k

n—1

z(k) = C ( ) g Tl ()

n—1

n—1

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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k

n—1

(k) = 2 ( ) PP L IR(C) cos [(k—n + 1) 6] +

—3(O) sin [(k—n + 1)0]} 1(k)

Ponendo
2 |C]

~ (n—1)!

i = arctan(

3(0))
R(C)

si ottiene infine

k

n—1

(k) = H( ) PPt cos[(k—n+1)0 4+ ] 1(k)
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Poli complessi multipli:

k

n—1

In definitiva: «(k) = H ( ) PPl cos[(k—n+1) 0+ &) 1(k)

o a] <1 mm) z(k) —O0,perk— oo
elaj=1 M z(k)— oco,per k — oo

e a| >1 mm) z(k) — oo,per k — oo
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Analisi qualitativa: conclusioni

e Per poli con modulo inferiore ad 1: Ila successione
elementare corrispondente converge sempre a 0.

e Per poli di modulo unitario: se poli semplici, la successione
elementare si mantiene limitata, altrimenti diverge.

e Per poli di modulo maggiore di 1: |la successione elementare
corrispondente diverge sempre.

Fondamenti di Automatica
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Interpretazione operatoriale di Z {}

@ Sia data la sequenza v(t) con trasformata V' (z)

e Lasequenza w(t) =v(t—1) (sequenza v(t)

ritardata di un passo) ha trasformata w17 (2)
® Infatti:
gt =0,% < 0

Ly w(0) = 0,w(1) = v(0) = 0,w(2) = v(1),...

W (2z) = 04+v(0)z 1 4v(1)z 2+ - -Fo(t—1)z" '+
— Z_l[’U(O) —I—’U(l)z_l + . —|—’U(t—- 1)Z—t+1 _|_ . ]
= 2"V (2)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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® Analogamente  w(t) = v(t — 2)(sequenza  wv(t)
ritardata di due passi) ha trasformata 272V (2)

® Lasequenza  w(t) = v(t+ 1) (sequenza  w(t)
anticipata di un passo) ha trasformata 2[V(z) —v(0)]

® Infatti:
w(0) =29(1), w(l) =8(2); s
W) =v(l)4+v@)z 4+ - Fot+1)z"t+--- d
= z[w(1)z7  +v(2)2z 2+ F o)zt 4+ ]
= 2[v(0)+v()z T +v(2) 272+ - v () z i+ - ]—2v(0)
= z[V(z) —v(0)]

Prof. Thomas Parisini
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Quindi:

. . 1 -
® Glioperatori 2 e z = possono essere visti come

operatori di anticipo e ritardo rispettivamente

@® In generale zk e Z_k POSSONO essere visti come
operatori di anticipo e ritardo rispettivamente di k passi

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Esempio

Si consideri il segnale

3 0<t<6
'”(t):{o t>6

L o) =3-1(t)—3-1(t—6)

Ma Z{1(k)} = Zil

3z 3270z  3(2%-1)
&> ¥igl = z2—1 2—1  25(z-1)
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Ulteriori considerazioni su X(z ') vs X (2)

e Torniamo alle possibili notazioni per una Z-Trasformata: a
potenzedi z oppure a potenze di >~ 1.

1 —2z71 22 — 2z
(=) e e [ &) = 2 76. 18
e Applichiamo il “ metodo computazionale © per ottenere

un’ equazione alle differenze che ci permetta di ricavare
ricorsivamente, campione dopo campione, il segnale {z(k)}.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e Otterremo due equazioni alle differenti scritte in maniera diversa a
seconda della Z-trasformata da cui partiamo ...

1

e Partendo dall’ espressione in potenze diz ~ si ottiene

(446271 +8272) X(2) = (1-2271) U(z)

4x(k)+6x(k—1)4+8x(k—2) = u(k)—2u(k—1)
u(k) = 6(k)

o Il valore all’istante corrente del segnale { z(k)} & funzione di
valori passati del segnale stesso {x(k)} , di valori all’istante
presente e nel passato dell’ ingresso (che € un impulso unitario
nell’ origine).
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e Una Z-trasformata in potenze di >—1  pud venire ricondotta ad
un ’~ equazione alle differenze (metodo di antitrasformazione
“computazionale”) che esprime una relazione ricorsiva
“all’ indietro”

o X (Z_l) e antitrasformabile calcolando il valore all’ istante attuale
della successione incognita {x(k)} in funzione di valori passati della
successione stessa {x (k) } e di quella assegnata {v (k) = d6(k)}

e E una formulazione utile ad esprimere algoritmi da eseguire in real
time, quali elaborazione di segnali campionati (es. tramite DSP quali
filtraggio, cancellazione d’ eco ecc.) ed algoritmi di controllo.
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e Partendo dall’ espressione in potenze di Z si ottiene

(42:2—|—6z+8) X(z) = (2:2—22) U(z)

<

4 2(k+2)+62(k+1)+8z(k) = u(k+1)—2u(k)

w(k) = 6(k)

e Il valore nel futuro del segnale {xz(k)} & funzione di valori
futuri ed all’ istante corrente del segnale stesso{ x(k)}, di valori
all’ istante presente e nel futuro dell’ ingresso (che e un impulso
unitario nell’ origine).
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e Una Z-trasformata in potenze di > puo venire ricondotta ad
un ’~ equazione alle differenze (metodo di antitrasformazione
“computazionale™) che esprime una relazione ricorsiva in
avanti

e X (2) & antitrasformabile calcolando un valore nel futuro della
sequenza incognita {x(k)} [in particolare n passi nel futuro, se n e
I” ordine dell’ equazione alle differenze], in funzione di valori futuri ed
all’ istante attuale sia della sequenza {x(k)} che di quella assegnata

{u(k) = 6(k)}

e E una formulazione utile a descrivere algoritmi di previsione, cio&
modelli matematici utilizzati per predire |” evoluzione futura di fenomeni
e/o grandezze ecc.
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X(z') vs X(2) : concludendo

e Si noti che le due Z-trasformate, cosi come le due equazioni alle
differenze a cui si arriva col metodo computazionale, descrivono
il medesimo segnale.

e Analizzeremo ulteriori proprieta caratteristiche della notazione
X (z—l) e di quella X (z)quando studieremo i sistemi dinamici
a tempo discreto (Parte 2) ed in particolare le Funzioni di
Trasferimento (Parte 4).

Fondamenti di Automatica
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Teorema del valore iniziale:
applicazione e proprieta della Z-Trasformata

Data la Z-Trasformata
bnz™ + by 12™ 1 + i + b1z + bg

Flz) =
(2) anz" + ap_12" 1t 4+ - + a1z 4+ ag

con m < n, valela proprieta

m=n  f0)=""
an
< (fO)=f(1)=-=f(n-m—-1) =0
m < n . b
fln—m) = a_

Fondamenti di Automatica
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Per dimostrare la proprieta, si utilizza il teorema del
valore iniziale:

Am F(z) = lim f(k) = f(0)

1°caso: ™M

|
=

o bm ™ 4 b1 2™ 4+ b2+ bo
2= gp2" 4+ ap_12" 1+ -+ a1z + ag

f(0)

| <

bm

an

Prof. Thomas Parisini
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m = O(N(z)) < O(D(z)) =n

Per determinare il secondo campione della sequenza utilizziamo il
teorema del valore iniziale e la proprieta di anticipo nel tempo

fQ1) = lim z [F(2) — f(O)]

z— 00

B 2™ 1 .o, A B
£(1) = lim 22772 0 — g
Z2—=0 qpz" 4+ .- 4+ ag \

m<n—1 —— m+4+1=0((EN(2)) <O0(D(z)) =n
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Si continua in maniera analoga:

f@) = lim 2% [F(z) - f(0) = f(1) =71

zZ— 00
Qbmzm_l_..._l_bo _ 1

an 2™ + --- _|_a0 \

m<n—2 — s m+2 = 0(=N(z)) <0(Dkz) =n

f(2) = lim =z

z— OO

Fino a quando? Sia m = n —h

h—2
f(h—1) = lim """ F() — Y flk)z7"

k=0
f(h—1) = Ilim p-1bmZT F et b

z — OO anzn+—|—ao

!

m+n—-—m—1) = O(zN(z)) < O(D(z)) =n
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Finalmente:
n—m—1

f(n—m) = lim 2" |F(z) — Y. f(k) z—k}
k=0

f(n—m) = lim z”—mbmzm Tt bo _ bm

m+(n—-—m) = O(zN(z)) = 0(D(z)) =n

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Ancora considerazioni e proprieta:
sequenza ritardata e condizioni iniziali

e Abbiamo gia visto che, data una sequenza
{z(k)} , keZ x(k) =0Vk<O

la Z-trasformata della sequenza {y(k)} ritardata di m istanti di tempo
rispetto alla sequenza originaria, € data da

y(k) = z(k—m) kel

Zy(k)] = Zz(k—m)] = 27" X(2)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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® Traslazione nel tempo: ritardo di 1 campione

Zle(k—1)] = 271 X(2)

® Traslazione nel tempo: ritardo di m» campioni

Zlz(k—m)] = 27" X(2)

v(k) y(k)

e ()

{x(k)} , k€Z xz(k) =0Vk<O y(k) = z(k—2)
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® Traslazione nel tempo: ritardo di @ campioni: caso generale

z(k) 4
o ¢ ° (z(k)} , kel
'\/ i : (k) = OVEk < —2
y(k) 4
y(k) = w(k—2) L)
N .

Come si tiene conto di quei campioni “aggiuntivi”?
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® Traslazione nel tempo: ritardo di @ campioni: caso generale

Data la sequenza

{x(k)}, keZ

che ammette campioni non nulli (IN NUMERO FINITO) anche per
istanti di tempo negativi, si costruisce la sequenza ritardata

y(k) = 2(k—m) keZ
Tra le z-trasformate delle sequenze vale la relazione

—1 I
Y() =2"XE +z2"| > z(pz?
p=-—m

Prof. Thomas Parisini
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Z[y(k)] = Z[x(k—m)]j

g‘) z_k=+ooar —m)zF =
Y vk L alk—m) =

400 :
(z_m { > x(k—m) p—(h=m) L —

k=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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(—I—OO

—1 :
S 2(p) -~ ) 1 S z(p) @ —
L.p=10 p=—m )
LM X(Z) _|_ LM { Z —(p) \

z(p) 2 Y (2)

pP——m y

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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La relazione appena trovata e utile per trasformare le equazioni alle
differenze “all’ indietro”

u(k) = f(e(k),...,e(k—m), u(k—1), ..., u(k —n))
{e(k)} notaVk >0 incognita {u(k)}, k >0

C.ii. —= u(—n),u(-n+1),...,u(-1)
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Un esempio

Consideriamo |’ equazione alle differenze

(k) — 3x(k—1) + 2z2(k—2) = u(k)
con condizioni iniziali date da
z(=2) = 3 z(-1) = 12

e con ingresso (sequenza forzante nota) pari a

1 k pari
(k) = ¥ keZ, k>0
O k dispari

Vogliamo risolvere | equazione facendo uso della Z-trasformata.
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e La sequenza forzante puo essere riscritta nel modo seguente:

1 £ pari

k) =
(k) {O k dispari

u(k) = 0.5 . [(—1)’f + 1] . 1(k)

e La sua Z-trasformata e allora

Ula) = 0,5 |—2 : } 2

z+1 T 2—1) (z4+1)(z—1)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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e In base alla regola descritta nella slide #110. e segg., applicando la Z-
trasformata all’ equazione alle differenze si ottiene

X(2) =3 [z X(2) + z(-1)| +
+ 2 [2_2X(z) + z(—-2) —I-z_las(—l)] = [U(z)

2z [(3z—2) z(—1) — 2zx(—2)]

22 -3z42 T

X(z) =

22 22

+z2-3z—|—2 | (z4+1)(z—-1)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Esercizi sulla Z-Trasformata

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Z-antitrasformata

Tecnica analitica: sviluppo in fratti semplici

Esercizio 1

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

—0.4 22 + 1.08z
(z+0.5) (z — 0.3)?

Flz) =

Si noti che poiché la F'(z) possiede uno zero nell’ origine, la nuova
espressione @ possiede gli stessi poli di F(z) .
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—0.4224+1.082
(z+0.5) (2 — 0.3)?

F(z) =

L’> F(z) —0.42+4 1.08

2 (z 4+ 0.5) (z — 0.3)?
i Sviluppo in fratti semplici
F(z) _ Ci1 , Co1 | Co0
2 24+05  z-03 (z — 0.3)?

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




F(z)  Ci

z 2405
Ci1,1 =
Ci1.1 =

Analogamente

Cp o =

Prof. Thomas Parisini

Co 1 Co. 2
203 " (2 —0.3)%
F(z)
lim 0.5
z— —0.5 (Z T ) 2
—0.42+4+1.08
(2—0.3)% [.= 05
—0.4z2+4 1.08
z+05 I,=+403

FA-es Parte 1Z, 136
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0
N
=

|
A~

|
=

W
4

N
|

|
N

| dz < z2=0.3
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In definitiva

F(z) = 2 —D 1.2
: 2405 " z—o3 " (z — 0.3)?
F(z) = 22 \-2 4
o z+ 0.5 a
k J N
(—0.5) (0.3)" k (0.3)F

= [ () -2 () + 22 (3)] 10

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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- 2
F(z) = 0.4zc+4+ 1.08z _
(40.5) (- 0.3)% _
k k k
= 2(-3) —2(5) + () |2
Osservazioni:

e la differenza di grado tra il polinomio a denominatore di F'(2) e quello
al numeratore e pari ad 1

e il primo campione della successione f(k) & nullo!

e I primi campioni della sequenza f(k) sono:

2 26 1 149 }

)} = {0’ "5 25 50 625

Proposta: ritrovare i primi 5 valori della sequenza con un metodo
numerico (long division oppure metodo computazionale).
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Esercizio 2

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

0.1(z+1)z

Hz) = (z—1)2 (2 —0.6)

Vale la medesima considerazione fatta per |’ esercizio precedente:

poiché la X (z)possiede uno zero nell’ origine, la nuova
espressione X EZ) possiede gli stessi poli di X (z).

ot

X(z) _ (1,1 C1,2 C2 1
2 z—1 (2 —1)2 (z —0.6)?
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Ci{> = lim (2_1)2)((2:) = 0.5
3 1 >
d | X
Ci11 = Iim [ (2) (2—1)2] = —1.0
’ z—1dz %
X
Coti = lim (2—06) &) — 10
’ 0.6 A
z Z Z
X = — 0.5
(2) z—1 (z—1)2+z—0.6

z(k) = |-14+0.5k+ (O.6)k] 1(k)

{z(k)} = {0, 0.1, 0.36, 0.716, 1.1296, ...}
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Tecnica analitica: sviluppo in fratti semplici

Esercizio 3

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

z2—|—1

Fz) = 224+ 2241

Si noti che poiché la '(z) non possiede uno zero nell’ origine, la
nuova espressione £(z) possiede, oltre agli stessi polidi F(z) ,

~

un polo nell’ origine. ~
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Sviluppo in fratti semplici:

F(z) _ 2 +1 _ 01,1+C‘2?1+ Co 2
z z(z+ 1) % z+1 (z41)2

2 5
C II h— 1 — i —_— —
1,1 = IHO( - 1)2 Ca, 2 lim 2

5(k) (—1)* 1 k1(k)
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flk) = 8(k) —2(=1)*1 . k. 1(k)

| & S
Y

La successione diverge!

Che fosse una successione divergente lo si poteva dedurre anche dalla Z-
Trasformata iniziale, che presenta un polo doppio di modulo unitario!

I primi valori della sequenza f (k) sono:

{f(k)} = {1,-2,4,-6...}

Proposta: ritrovare i primi 4 valori della sequenza con un metodo
numerico (long division oppure metodo computazionale).
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Esercizio 4

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

- z+1
Fz) = 22— 4243
Fattorizzando:
. z+1
&= ene-3

si nota che esiste un polo a modulo maggiore dell’ unita: la successione
diverge!

F(z) _ z+1 _ C'1,1_|_C'2,1_|_C'3,1
2 z(z—1) (2 —3) 2 z—1 2-3
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F 1
Cll=llmz(z)_ — —
’ z—0 z 3
F
02’1 —_— ZIE’]]-(Z—].) iZ) m— p— —1
. F(z) 2
C = |im —3 — —
3 1 z|—~>3( ) Z 3
1 2 =z Z
F — _ _
(2) =3+37 3 731

FR) = S6(k) + E?ﬁ -] 1)
H—l

Il termine divergente
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Esercizio 5

Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

0.625 (z2 + 0.8z — 0.6)

Fz) = (z — 1)4

Osservazione

La trasformata presenta un polo di modulo unitario, con molteplicita

maggiore dell * unita (molteplicita 4): il segnale corrispondente €
certamente divergente.

F(z) _ Ci1 | Ci2 | Ci3 | Cig
2 (z-1)  (2-1)2  (2-1)° " (z-1)*
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F
01’4 = ZIIIH (Z—1)4 iZ) = L, 75
F
cr s = tim -3 o1 FE| 175
’ z—1dz Z
C im L & (- 1)+ I 0.625
— — —— (2 — = ).
L2 z—1 21 d 22 2
C im L (- — 1)+ £ 0
1,1 - e | 3| 3 -
F(z) = 0.625 | : 4075
z—1)% (z —1)3 (z —1)*4
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F(z) = 0.625 : _21)2 +1.7 Q 0.75

(l;)l(kl)‘\ : k>'1(k)
f(k) = {0.625k + 1.75U2k2 _Qkﬂp

—|—O.75Uék3 _ %ff? —I—%kﬂ} 1(k)

In definitiva

f(k) = [0.5 k2 + 0.125 k3] 1(k)
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Esercizio 6

Analizzare qualitativamente il segnale a cui corrisponde la Z-Trasformata

- (22+p-—1)
(z+14+2p)(z—1)

¥Yiz) =

al variare del parametro p € R

Valore iniziale lim Y (z) 0 =y(0) Vp

Z— 00
=D < —]

due modi distinti; un modo e associato ad un polo di modulo maggiore
dell'unita, quindi l'uscita del sistema diviene illimitata al crescere di k
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] p — —1
in questo caso si ottiene Y(z) = — 2
z—1
y(k) = —2-1(k—-1)
-1 < p <O ; .
Y(z) = ZTDp—

(4 2p+ 1) (z—-1)

la sequenza si mantiene limitata e tende a zero asintoticamente,
dato che i modi della risposta sono associati a poli entrambi minori
dell'unita (in modulo).

Fondamenti di Automatica
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2z — 1

s p = 0 o
Y(z) (z+1)(z—1)

y(k) = (~1)-6(k) — 5 1)) + 5 - (~1)F - 1(K)

comportamento oscillante permanente: poli di modulo unitario, semplici

C’ e un polo di modulo maggiore dell'unita, quindi il segnale
diviene illimitato al crescere di k.
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Esercizio 7

e Si consideri I’ equazione alle differenze
(k) — 3x(k—1) + 2x(k—2) = e(k)

dove (k) =0 Vk< -2, z(-2)=2z(-1) =1

1 £=0, 2
O altrove

e(k) = {

e Determinare per via numerica i primi 4 campioni non noti
della successione:

x(0) z(0) —3z(—1) + 2z(—2) = e(0)
2(0) = 2

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




x(1)

x(2)

xz(3)

Prof. Thomas Parisini
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(1) —3x2(0) +2z2(—1) = e(1)

z(1l) = 4

2(2) —3z2(1) +2x2(0) = e(2)

x(2) = 9

2(3) —3z(2) +2z2(1) = e(3)

z(3) = 19

Fondamenti di Automatica
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e Scrivendo un semplice script in ambiente Matlab si possono rapidamente calcolare i primi 25
campioni della sequenza

al passo 0 valore di x 2.00

al passo 1 valore di x 4.00

al passo 2 valore di x 9.00

al passo 3 wvalore di x 19.00

al passo 4 valore di x 39.00

al passo 5 valore di x 79.00

al passo 6 valore di x 159.00 al passo 14 valore di x 40959.00

al passo 7 valore di x 319.00 al passo 15 valore di x 81919.00

al passo 8 valore di x 639.00 al passo 16 valore di x 163839.00

al passo 9 valore di x 1279.00 al passo 17 valore di x 327679.00

al passo 10 wvalore di x 2559.00 al passo 18 wvalore di x 655359.00

al passo 11 valore di x 5119.00 al passo 19 wvalore di x 1310719.00

al passo 12 valore di x 10239.00 al passo 20 wvalore di x 2621439.00

al passo 13 valore di x 20479.00 al passo 21 valore di x 5242879.00
al passo 22 valore di x 10485759.00
al passo 23 valore di x 20971519.00
al passo 24 valore di x 41943039.00
al passo 25 valore di x 83886079.00
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e Proviamo ora a risolvere I’ equazione alle differenze facendo
uso della Z-trasformata:

4
Z{z(k —m)} = 27" X&)+ | > z(p)z P
p=-—m |

(k) — 3x(k—1) + 2x(k—2) = e(k)

z [x(—1) (32—2) — 2z(— 2)z]
— 3z + 2

X(z) =

22 2241
| 22 3242 22
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e In definitiva la sequenza cercata possiede Z-trasformata data
da:

oz 2% 41
X(2) = 7 (z—1) (z —2)

e Lo sviluppo in fratti semplici porta a

1 5 5
X(z) = 2 4+ 14 22,5
z—1 2 z—1 2

e Antitrasformando si ottiene quindi

o(k) = %-5(@ n B ok 1} C1(k)
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Esercizi sulle Z-Trasformate

Esercizi “per casa”
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Esercizio 1
Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata

22—|—z
(z—%—)Q (z—1)

F(z) =

Esercizio 2

Partendo dalla medesima Z-Trasformata F'(z) dell’ esercizio precedente,
determinare i primi 3 valori della successione  f(k)  utilizzando sia la
tecnica di “long division” che il metodo computazionale.
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Esercizio 3
Determinare la successione che ha dato origine alla Z-Trasformata
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Esercizio 4
Si consideri I equazione alle differenze

r(k+3)—22xz(k+2)+ 1.57x(k+1) —0.36x(k) = e(k)
con condizioni iniziali x(0) = 0, x(1) = 0, xz(2) = O
e sequenza d’ingresso e(k) = 1(k)

Determinare:
= uno script Matlab che calcoli i primi 45 valori della sequenza x(k)

= utilizzando la Z-trasformata, risolvere |~ equazione e trovare
" espressione analitica del termine generico della sequenza = (k)

= partendo dalla Z-trasformata della soluzione X (z) determinare,
utilizzando I’ algoritmo di long-division, i primi 5 valori della sequenza.
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Esercizio 5
Si consideri I equazione alle differenze

3 7
y(k) = Juk=1) + cy(k—2) = e(k)
con condizioni iniziai y(—1) = 0, wy(—-2) = 0
e sequenza d’ingresso  e(k) = 1(k—1)

Determinare:

= | primi 5 valori della sequenza, partendo dalla Z-trasformata della
soluzione Y (z) e utilizzando I’ algoritmo di long-division.

= utilizzando la Z-trasformata, risolvere |~ equazione e trovare
I” espressione analitica del termine generico della sequenza y(k) .
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Esercizio 6

Si consideri ancora |’ equazione alle differenze

3 7
y(k) = Sy(k—1) + Ly(k—2) = e(k)
con condizioni iniziali y(—1) = 1, y(—-2) = =2

esequenzad’ingresso e(k) = 0O Vk

Determinare:

= | primi 5 valori della sequenza, partendo dalla Z-trasformata della
soluzione Y (z) e utilizzando il metodo computazionale.

= utilizzando la Z-trasformata, risolvere |~ equazione e trovare
I” espressione analitica del termine generico della sequenza y(k) .
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Esercizio 7
Si consideri I equazione alle differenze

2(k+2) + 3z(k) — 22(k—2) = e(k)

z(=2) = 12, z(-1) =0

con condizioni iniziali {3:(0) =1, (1) = -2

e sequenzad’ingresso  e(k) = 1(k—1)

Determinare:

= | primi 10 valori della sequenza, partendo dalla Z-trasformata della
soluzione X (z) e utilizzando I” algoritmo di long-division.

= utilizzando la Z-trasformata, risolvere |~ equazione e trovare
I” espressione analitica del termine generico della sequenza x(k) .
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