Parte 2,1

Movimento dello stato nei
sistemi lineari

Prof. Thomas Parisini Teoria dei sistemi e del controllo



Parte 2, 2

Soluzione generale nel caso a tempo continuo
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Parte 2, 3
Si consideri un sistema dinamico lineare libero (senza ingresso)

z(t) = A(t)z(t), =(tg) =z0 (%)
In generale abbiamo visto che qualunque soluzione x(t), t € [tg, t1]
di (x) deve soddisfare anche

t
(t) = zo + /t A@a(rdr, € fro, ]

Si definisce la sequenza di approssimazioni successive:
@O(ta to, CCO) — IQ

¢
©1(t,to, x0) = g +/t A(T)xodr
0

¢
wo(t,to, x0) = xg —I-/t A(T)p1(T,tg, xzg)dr
0

¢
em(t,tg, zg) = xg -I-/t A(T)pm—1(7,tg, z0)dT
0
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Parte 2, 4

Evidentemente
t t T

om(t,to, xg) = Sb’o+/t A(Tl)xodTl-F/t A(Tl)/t A(To)xodTodT]
0 0 0

t T Tm—
_|_/to A(Tl)/tol A(TQ).../t 1A(Tm)a?0d7'm...d7'1

0

t t T
= [I-I-/to A(ry)dry + /to A(Tl)/tOlA(Tz)dedﬁ

t T Tm—1
---+/tOA(Tl)/tO A(Tz)“'/t A(Tm)dTm - - - dT1 | 20

0

dove I e la matrice identica di dimensione n
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Parte 2,5

Si dimostra che la sequenza di funzioni {pm/(t,tg,xg), m = 0,1,2,...}

converge uniformemente all’unica soluzione ¢(t,tg,xg) di (%) su

sottoinsiemi compatti di ¥k

(,O(t, to, .CUO) — q)(ta tO)wO

b con

t t T
d(t,tg) = [I 4 /to A(r1)dm + /to A(11) /tol A(mo)drodry

t (] Tm—1
o [CaG) [ A [T Adnn - dr

0

serie di Peano-Baker
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Parte 2, 6

Si vede subito che
d(t,t) =1, Vt

Inoltre, differenziando I'espressione di (¢, tg) si ha subito

D(t,t9) = A@)P(t,t0)

E' ora evidente che assegnato lo stato iniziale g e conoscendo la
matrice di funzioni del tempo ®(t,tg) risulta univocamente
determinato xz(t), Vt > tg

La matrice ®(¢,tg) prende il nome di matrice di transizione dello stato
per il sistema (%) ed ha un’importanza fondamentale nello studio del
comportamento dei sistemi lineari.
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Parte 2, 7

Si consideri ora un sistema dinamico lineare libero tempo-invariante
z(t) = Az(t), x(tg) =z0 (>*)

La matrice di transizione dello stato assume ora una forma particolare; si
ha infatti:

t 5 t rm
om(t,tg,zg) = [I + A/ dri + A / / drodT
to to Jto

m t rm Tm—1
S T,
0“% 0

t=10)% | 4 um

2 m!

= [1+A(t—to)+A2(
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Parte 2, 8
Si dimostra che la sequenza di funzioni {om/(t,tg,zg), m = 0,1,2,...}

converge uniformemente all’'unica soluzione @(t,tg,xg) di (**) su

sottoinsiemi compatti di R

So(ta to, CEO) — (D(t, tO)CBO

con
i e o
St tg) = |+ At — tg) + 424 ;0) pog g Wflo) p
= o B .
= |+ Z Ak (t tO)
=1 k!

Osserviamo che & (t,tg) inrealta’ non dipende dagliistanti ¢ e t¢g
separatamente, ma dipende dalla differenza (¢t — tg) e questa e’ una
conseguenza della tempo-invarianza.

Con leggero abuso notazionale si scrivera®

QD(t,tO,CUO) — cb(tatO)xO L= Cb(t — tO)xO
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Parte 2, 9
Si consideri ora un sistema dinamico con ingresso

z(t) = A@®)z(t) + B(t)u(t), =(lg) =z0 (o)
Si supponga che la soluzione di (e) assuma la forma

t
Pt o, 20,u(-)) = P(t,to)zo+ [ (t,T)B(r)u(r)dr
0
dove ®(t,tg) e la matrice di transizione dello stato associata a (x)

® Per t=1tg = (tg,t0,z0) = P(to,t0)x0 = I20 = 70
® Poi, ricordando che % / " ft,m)dr =7 fIt, r(t)] + / o
ha dt to to ot

b(tt0,30,u()) = Bt t0)0+S(L BB+ [ S(t.T)B(TIu(r)dr

f(t,7)dr , Si

= AWt )ro+ BOUW+ [ ADD( 1) B(ru(r)dr

= A® [cb(t,to)a:o + cb(t,T)B(T)u(T)dr] +B()u(®)

= A(t)p(t, to, zg, u(-)) + B(t)u(t) soluzione di (e) quindi
unica soluzione di (e)
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Parte 2, 10
Riassumendo:

z(t) = A(t)z(t) + B(H)u(t), z(tg) =g
ha soluzione unica

ot t0, 70, u()) = (1, to)zo+ | Z S (t,7)B(r)u(r)dr
® Se zo=0

= @lt,10,0,u()) = op(t) = [ ®(t,T)B(ru(r)dr

0

Movimento forzato
® Se u(t) =0,Vt>tg

‘ Qo(tathan O) — @L(t) — cb(tatO)xO
Movimento libero

e la soluzione totale e’ esprimibile come

Qo(t) to, 33‘0) — SOL(t) + @F(t)
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Parte 2, 11
Si consideri ora un sistema dinamico con ingresso ed eq. d'uscita

z(t) = A(t)z(t) + B(H)u(t), z=(tg) =g
y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t)
Si ottiene immediatamente

Y(B) = COB(t 1)+ || OO T)BTu(r)dr+D(Eu®)

® Se zo=20

= 3(t) = yp(t) = [ COSERBEIu()dr+D(Bu(t)

risposta forzata
® Se u(t) =0,Vt>tg

) y(t) = yp(t) = C)P(¢, to)zo
risposta libera

e la risposta totale e’ esprimibile come

y(t) = yr(t) + ypr(t)
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Parte 2, 12

Soluzione generale nel caso a tempo discreto
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Parte 2, 13
Si consideri un sistema dinamico lineare libero a tempo discreto

z(k+1) = A(k)xz(k), z(ko) =z0 (%)

Evidentemente z(k), k > kg puo essere determinato iterando
I'equazione di stato (non serve risolvere un problema differenziale)

r(ko) = x0
x(ko + 1) = A(ko)z (ko)
z(ko+2) = A(ko+1)xz(ko+1) = A(ko+1)A(kg)x(ko)

2(k) = A(k—1)A(k—2)A(k—3) - - - A(kg+1) A(kg)z (ko)

Quindi, in analogia col caso a tempo continuo, abbiamo

:U(k) — Sp(ka kOaxO) — ¢(k7 kO)CIZO

k—1
con  P(k,kg) = n A(j), k>ko;, P(ko ko) =1
—RKQ

matrice di transizione dello stato a tempo discreto
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Parte 2, 14
Consideriamo ora un sistema dinamico lineare a tempo discreto con
ingresso

r(k+ 1) = A(k)z(k) + B(k)u(k), z(ko) = zg
Evidentemente

r(ko) = x0
x(ko + 1) = A(kg)xz (ko) + B(ko)u(ko)
r(ko+2) = A(ko+1)x(ko+1)+B(ko+1)u(ko+1)

= A(ko+1)[A(ko)z(ko)+B(ko)u(ko)]+B(ko+1)u(ko+1)

= A(ko+1)A(ko)x(ko)+A(ko+1)B(ko)u(kg)+B(ko+1)u(ko+1)
z(ko+3) = A(ko+2)x(ko+2)+B(ko+2)u(ko+2)

= A(ko+2)A(ko+1)A(kg)x(kg)+A(ko+2)A(ko+1)B(ko)u(ko)
+A(ko+2)B(ko+1)u(ko+1)+B(ko+2)u(ko+2)
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Quindi, utilizzando Parte 2, 15

k—1
®(k, ko) = I'Ik A(j), k>ko; P(kg ko) =1
J=Ko
otteniamo

x(k) — @(k, ko, xo, {uk(f(]?), .o 7u(k - 1)})

= P(k, ko)zo+ Z ®(k,j+1)B(G)u(j), k> ko
® Se zg=0 J=ko

z(k) = ¢(k, ko, 0, {u(ko), ..., u(k—1)}) = ¢p(k)

‘ k—1
= Y @k j+1DBGuG), k> ko
J=ko Movimento forzato

® Se u(k) =0, Vk > kg

‘ ZIZ(IC) — Sp(ka kO,CUO, O) — C,OL(k'> — Cb(k, kO)w07 k > ko

. L Movimento libero
e la soluzione totale e esprimibile come

p(k, ko, zo, {u(ko), ..., u(k—1)}) = or(k)+or(k)
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Parte 2, 16
Consideriamo ora un sistema dinamico lineare a tempo discreto con
ingresso ed equazione d’uscita
x(k+ 1) = A(k)z(k) + B(k)u(k), x(kg) = xq
y(k) = C(k)z(k) + D(k)u(k)

Evidentemente
y(k) = C(k)P(k, ko)xo
£SOk HDBGUGHDEuE) k> kg
® Se z0=0 e -
y(k) = yr(k) = JZ/:CO C(k)®(k, j+1)B()u(f)+D(k)u(k) , k > ko

® Se u(k) =0, Vk > kg Risposta forzata

y(k) = yp,(k) = C(k)D(k, ko)zo, k > ko Risposta libera

e la risposta totale e’ esprimibile come
y(k) = yr(k) + yr(k)
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Parte 2, 17

Descrizione esterna di sistemi lineari:
Caso a tempo discreto
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Premesse

Consideriamo l'impulso unitario a tempo discreto:

O,
1,

k#£0,kc Z

M@:{ k=0

ed il gradino unitario a tempo discreto

] 0, k<O, ke Z
1(k)_{1, k>0, ke Z
Evidentemente

S(k) =1(k) —1(k—1) e 1(k) =

Parte 2, 18

4 0(k)
1 e

—e—o—

——0—0—0

>
k

4 1(k)

(0
7=0

0, k<O

Inoltre una sequenza arbitraria {x(k)} puo essere espressa come

©.@)

v(k) = > z()d(k—j)

j=—0

Prof. Thomas Parisini

Teoria dei sistemi e del controllo



Parte 2, 19

Consideriamo ora un sistema lineare a u(k) y(k)
tempo discreto (ingresso e uscita scalari) —> —

Analizziamo in quali condizioni, la relazione “esterna” tra ingresso e
uscita

y(k) = 2. h(k,5u@@) %)

j=—00

puo  rappresentare compiutamente il sistema dal punto di vista ingresso-
uscita per una opportuna funzione h(k, 5)

Ipotesi: le sequenze {h(k,j)} per qualunque k fissato e {u(j)}
sono tali per cui (%) e ben definita. Per esempio, {h(k,j)} € l> e

{u(g)} €lo

Nelle condizioni in cui la (x) e ben definita, essa e anche una relazione
lineare

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 20

® Supponiamo ora che h(k,j) indichi la risposta del sistema all'istante &
causata da un impulso unitario applicato allistante J

® Per la linearita” la risposta del sistema all'istante k& causata da un
impulso all'istante j di ampiezza u(j) e’ h(k, j)u(4)

® Sempre per la linearita ', la risposta del sistema all’istante £ causata
da due impulsi agli istanti j1 e jo di ampiezze u(j1) e u(jp) e’
h(k, j1)u(j1) + h(k, jo)u(j2)

® Pertanto, all'istante k£ la sequenza in uscita al sistema dinamico y(k)
causata da una sequenza d’ingresso {u(j)} sipuo’ esprimere

W= Y Kk iuG)

j=—00

dove h(k,j) rappresenta quindi la risposta all'istante k causata
da un impulso unitario 6(k — 7) applicato all'istante 7

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 21

Consideriamo ora un sistema lineare a tempo discreto (ingresso e uscita
scalari) tempo-invariante

b se {h(k,0)} e larispostaa {5(k)} ne consegue che {h(k —j,0)}
e larispostaa {6(k —j)}

Quindi, con leggero abuso notazionale si definisce
h(k —j) = h(k —3,0)
e pertanto si ottiene la ben nota somma di convoluzione
©.@)
y(k) = u(k) xh(k) = >  h(k—j)u(y)
J=—00

Evidentemente, con un cambio di variabile si ha anche

y(k) = h(k) xu(k) = | i h(i)u(k — 1)

1=—00
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Parte 2, 22

La proprieta” di causalita’ implica ed e implicata dal fatto che I'uscita
deve essere identicamente nulla prima che un ingresso sia applicato.

b h(k,j) =0 Vj,Vk<j
E quindi quando il sistema e’ causale si ha

k
y(k) = > h(k,j)u(j)

j=—o0
ko—1

m y(k)= > h(k,HDu()+ Z h(k,j)u(d)

Jj=—00 J=ko

=Y (kiko— 1)+ Z h(k, j)u(s)
J=ko
Si definisce che il sistema e in quiete all'istante kg se

u(k) =0,Vk > ko w y(k)=0,Vk > ko
ecio implica Y(k;kg—1) =0
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Parte 2, 23

Se quindi si sa che il sistema e in quiete all'istante kg si puo™ scrivere

y(k) = ) h(k,j)u(d)

J=ko

e nel caso di sistema causale in quiete all‘istante kg si ha infine

k
y(k) = > h(k,j)u(j)

J=ko

Prof. Thomas Parisini Teoria dei sistemi e del controllo



Parte 2, 24

Possiamo generalizzare al caso di uq (k) y1 (k)
sistema lineare a tempo discreto : 5
(ingresso e uscita vettoriali) wm (k) yp(k)
—> —_—
Si vede subito che si puo ™ scrivere
©.@)
y(k) = >, H(k,ju(y)
J=—00

dove la matrice di risposta impulsiva a tempo discreto e data da

- h11(k,g) hia(k,g) oo ham(k,5) ]

H(k, ) = h21.(./f,9) hzzﬁ’fd) hom(k, )
i hpl(kaj) hpQ(kaj) hpm(kaj) J

e hrs(k,7) indica la componente 7 della risposta del sistema all’istante &
causata da un impulso unitario applicato all’istante J sulla componente s
dell'ingresso mentre tutte le altre componenti dell'ingresso sono
identicamente nulle.

® Tutte le considerazioni e definizioni del caso scalare si estendono al
caso vettoriale senza difficolta”
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Prof. Thomas Parisini

Parte 2, 25

Infine, nel caso in cui si disponga di una descrizione in eq. di stato con
stato iniziale nullo

z(k+1) = A(k)z(k) + B(k)u(k), =x(kg) =0
y(k) = C(k)z(k) + D(k)u(k)
e ricordando che
k—1
y(k) = ) C(k)®(k,j+1)B(u(i)+D(k)u(k), k> kg
=k
otteniamo subito ’

( C(k)D(k,j+1)B(G), k>j
H(k,7) =< D(k) k=3
0 k<j

che nel caso tempo-invariante diventa

(cAR-GtDB . k>
H(k—j)=<{ D k=37
|0 k<j

Teoria dei sistemi e del controllo



Parte 2, 26

Descrizione esterna di sistemi lineari:
Caso a tempo continuo
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Parte 2, 27
Ricordiamo: “funzione” impulso di Dirac

L” impulso di Dirac non e una funzione nel senso usuale del termine ma e’
una cosiddetta “distribuzione” o “funzione generalizzata” definita come:

.} o0, t=0 /+oo5tdt=1
5(t).—{ 0. 140 IO
Si puo vedere come il lim fc(¢) diuna successione di funzioni fe(t)
tali che: e
/ T (e = 1
o0 7 5(t)
4 €
€
A
) ; > ¢ 11 - ¢ - ¢
_€ z € €
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Parte 2, 28
Descrizione esterna di sistemi lineari a tempo continuo

Si dimostra (Antsaklis-Michel) che

{ uy (t) } yl_(t) }
um (1)

O e |25 v = o = [ Hptmurar

Se uj(t) #Z0,up(t) =0,VE=1,...,m, k#j

b w0 = [~ hp s

con Hp(t,7) = [hp, (¢, 7)] matrice di risposta impulsiva dove hp,(t,T)

" la componente 1 deIIa rlsposta all'istante ¢ ad un impulso all’istante T
appllcato sulla componente 7 dell'ingresso mentre tutte le altre componenti
dell'ingresso sono identicamente nulle
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Parte 2, 29

Per la causalita’ |'uscita deve essere nulla prima dell’applicazione di un
ingresso. Quindi

Vr, Hp(t,r) =0, vt <7 = y(®)= [ Hp(t,r)u(r)dr
Possiamo riscrivere
v(®) = [ Hpt.uir + [ Hp(tryu()dr
=Y(tito) + [ " Hp(t, m)u(r)dr
0

Si puo” quindi dire che il sistema e in quiete allistante to se

u(t) =0,Vt>tg mp y(t)=0,Vt>tg
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Parte 2, 30
Nel caso tempo-invariante Hp(t,7) = Hp(t — 7,0)

= y(®) = Hprw)®) = [ Hp(t-nu(r)dr

Siccome Hp(t) caratterizza le risposte al tempo t ad ingressi
impulsivi applicati in 7 = O la causalita” implica Hp(t) = 0, Vt < O

Inoltre, se il sistema e in quiete all’istante tg = O (nel caso tempo
invariante non si perde in generalita )

t
() = /O Hp(t — Pu(r)dr, t>0
ed operando la trasformata di Laplace membro a membro
t
Lly(®)] = L [ /O Hp(t — 7)u(r)dr

Y(s) = Hp(s)U(s)

dove Hp(s) e’ la trasformata di Laplace della matrice di risposta
impulsiva e coincide con la matrice di trasferimento del sistema.

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 31

Infine, nel caso in cui si disponga di una descrizione in eq. di stato con
stato iniziale nullo

z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), =x(t;) =0
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)
e osservando che

v(@®) = [ COBE BT+ DEu()

0

_ /tz [C®)D(t,7)B(r)u(r)+D()5(t—7)u(r)]dr

otteniamo subito

Hp(t,7) = { g(t)cb(t, B(r) + D)5t — 1) : i :
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Parte 2, 32

Calcolo del movimento nel caso lineare
tempo-invariante a tempo continuo
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Parte 2, 33

Abbiamo visto che nel caso di un sistema dinamico lineare libero tempo-

invariante
p(t) = Az(t), =(ty) = o

I'unica soluzione ¢(t,tg,xg) e* data da

Qo(ta o, xO) — Cb(t — tO)ZEO

_ 2 . m
28—t L m{t—to)

2 m!

con

D(t—tg) = [T+ A(t —tg) + 4.

X L (—t)k
=|I+ ) Ak k|0) }
k=1 -

Si definisce la matrice di transizione in termini dell’'esponenziale di matrice

eA(t—to) = [I+ i Ak; (t_ O)k]
k=1 K

per cui

[ C,O(t, to, 'CUO) — eA(t_tO)xO]
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Parte 2, 34

e quindi, ponendo t5 = O si ha

QO(t, 0, $O) — 6Atw0

L'esponenziale di matrice gode delle seguenti importanti proprieta
eAtleAtQ — eA(t1+t2) , \V/t]_, to
AeAt — eAtA

~1
( eAt) _ At
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Parte 2, 35

Possiamo ora particolarizzare la relazione tra descrizione interna in
equazioni di stato ed esterna tramite la risposta impulsiva nel caso
tempo-invariante; abbiamo quindi

#(t) = Az(t) + Bu(t), z(tg) =0
y(t) = Cz(t) + Du(l)

da cui

A(t—7) . >
Hp(t_T)z{ge B+ D§(t —7) 22:
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- Parte 2, 36
Calcolo di eAt e

L'esponenziale di matrice eAt gioca un ruolo fondamentale e quindi il
suo calcolo e inevitabile per determinare il movimento dello stato.

Esempio 1
[0 «a At |10 0 « 0 « Ooztz_._
A‘[o 0] - < _[o 1]+!o o]t+[o o”o o]§+
:I—I-At:!(l) Oit]
Esempio 2
i o ik ]
1+ —A 0]
A= |2 0 ——— - lc;l kU
0 1+ 3> %
! k=1 l
. eMt O
_ 0 6>‘2t

Tuttavia in generale il calcolo e molto piu” complicato.
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At

Parte 2, 37

Calcolo di € col metodo della serie infinita

Sia A una matrice costante (reale o complessa) e sia
q k
t
_ k
Sq) =1+ > A o
k=1
Si dimostra che ogni elemento della matrice Sg(t) converge uniformemente
su qualunque intervallo (—a, a) per ¢ — oo

Inoltre Sq(t) = ASqy(t) = Sq(t)A

Quindi, per un ¢ fissato, si puo” valutare e4* ~ S, (¢) per valori
crescenti di ¢ fino a che gli elementi di S, (¢) non cambiano piu” in
modo significativo

In alcuni casi particolari eAt = Sg(t) per un valore specifico g .
Questo e il caso, per esempio, in cui tutti gli autovalori di A sono nulli
per cui esiste k < n tale che Ak = 0, Vk > k
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Parte 2, 38

Calcolo di eAt col metodo della trasformazione di

similitudine

Consideriamo z(t) = Ax(t), x(0™) = zg m ©(t,0,20) = eAt:co
T e R det(T) #0 = =Tz, 2=T 1z
I» =T YAz =T"YATz, zo=T 1ag

. ~ -1 _ e
la cui soluzione e (¢, 0,%g) = el ATt 126 e quindi,
definendo J := T~1AT otteniamo

[90(75,0,500) = Te’'T g ]

Supponiamo ora che che la trasformazione di similitudine sia tale che
J =T 1AT

sia in forma canonica di Jordan
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Parte 2, 39

Consideriamo innanzitutto il caso in cui A ammetta la costruzione di
una base di m autovettori v; linearmente indipendenti associati agli

autovalori \;, i = 1,...,n (non necessariamente distinti)
Allora
A -~ O
T = [vi|vp| - |va] ™ J=T 'AT = '
0 An
e quindi
00 tk e/\lt .. 0O
=14 JF =
k=1 kl O .o eAnt
i e>‘lt e O i
b ©0(t,0,20) = Te’'T log =T e T 1z
O o« o €>\nt
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Parte 2, 40

Consideriamo ora il caso generale in cui vi siano autovalori multipli. E°
sempre possibile costruire n vettori v; linearmente indipendenti tali
che ) ]

T = [vi|va]---|on] ™ J=7"1AT =

dove Jg =
0 - A

e J;,, 7> 1 e una matrice di dimensione m; X m; della forma

Meti 1 o --- 0
O Agy; 1 -+ O
Ji = : Pt e
0 o - . 1
0 O R YA

in cui non necessariamente Apy4; = Ap41j, 1 7= J €

k+ni+---4+ns=n
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Ora evidentemente eJot ... 0
Jt e/1t
e’ =
0] eJst
6)‘1t ... O i
dove /0t = -
0 .. e)‘kzt
a [ eJot ... 0 | )
J1t
b o(t,0,20) = Te/' T lag =T T 1zg
0 eJst
\_ - - Y,

Parte 2, 41

Per quanto riguarda Jj, ¢t =1,...,s siha J; = Mgyl + IN;
dove I; e la matrice identica di ordine n; x n; e N; e una
matrice n; X n; nilpotente ( N¥ = 0, Vk > n; ) data da

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 42
D'altra parte si ha subito

eJ,,;t — e)‘k-l-z'Iit'I_Nit — 6>‘k+iteNit

Siccome NF =0, Vk > n; , la matrice !Vit

si puo’ determinare
con il metodo della serie infinita, ovvero

t2 tni—l ]
1 + — ...
2 (ni—l)!
N okt Lo i
’I,t— D PR
k=1 ' S I :
00 - - /
e quindi 00 e 1
/ [ t2 tnz—l i \
1t — -
2 (ni—l)!
tni—Q

er’t — e)‘k+it O 1 ¢

(n; —2)! | 1=1,...,s

. R y

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 43

Calcolo di eAt mediante il teorema di Cayley-Hamilton

Data una matrice quadrata A di dimensione n e sia p4(A) il suo
poliniomio caratteristico della forma

pa(N) = det(A —AD) = ag + a1+ + an)"
Si dimostra che

pa(A) =aol +a1A+ -+ apA" =0 |

Ne consegue:

o A"=(-1)""]agl +a1A+ - +ap 14"

® Dato un qualunque polinomio f(\) esistono 3g, 31, ..., 8,—1 tali
che
f(A) =Bol + B1A+ -+ B 1A" 1 =0
Infatti dividendo f(\) per p4()\) abbiamo
f) =pa(N)g(A) +r(N)

dove il grado di 7(A) e al piu” n — 1 e siccome p4(A) =0 si
ha f(A) =r(A)
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At Parte 2, 44
Vediamo ora come utilizzare |l teorema di C.H. per determinare e

Si ha th
— I+kz AR Y o L€ (—a,a)
Dal teorema di C.H. consegue che
n—1
fA) = et =37 ay(t) AF
k=0

I coefficienti «(t) si determinano molto facilmente. Fattorizziamo il
pol. caratteristico p4(\) = (A1 — A)™1--- (Ap — X)) e consideriamo
due funzioni f(A\) e g(XN) analitiche.

dl
Se —; = —qg(\
<50 |, = e

w f(A) = g(A)
11

Esempio. Sia A= | T} 1 | e S() =M, fO) =, 6() = and +ag

, l=0,....om;—1;,+2=1,...,p
)‘:Ai

b A1 =X=0,m; =2
Mt =1 = ag

At . . 1=t t
teAlt:t:alﬂet—f(A)—g(A)—OqA-I-OzoI—! _¢ 1+t]

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 45

At

Calcolodi ¢ mediante la trasf. di Laplace

Consideriamo nuovamente z(t) = Az(t), z(0™) = zg ed operando la

TdL ad ambo i membri
Il} Llz(t)] = L[Az(t)]

z1(t) - X1(s)
® x(t) = [ : ) X(s) =L[z(t)] = :
xn (1) i Xn(s) |
® L[Ax(t)] = AL[z(t)]
L[] | [ sX1(s) —21(07) |
® L[z(t)] = s = :
- L[zn(t)] | | s Xn(s) —zn(07) |

Quindi L[z(t)] = L[Az(t)] m) sX(s) —z(07) = AX(s)
= (sI— A)X(s) =20 ™ X(s) = (sI — A)~lag
b o(t,0,20) = P(t,0)xg = eAta:O = L1 [(sI — A)_l} 0
— [eAt = L1 [(SI — A)_l] ]
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Parte 2, 46

Consideriamo poi z(t) = Az(t) + Bu(t), x(0~) = xo ed operando la
TdL ad ambo i membri

b Llz(t)] = L[Az(t)] + L[Bu(t)]
b sX(s)—xz(07) = AX(s) + BU(s)

||} X(s) = (sI — A tzg+ (sI — A)"1BU(s)

Utilizzando e = £71 [(sl — A)_l] e la proprieta” della TdL del
prodotto, otteniamo immediatamente

||} o(t, 0, 20, u(-)) = CD(t,O)xo+/0t &(t,7)Bu(r)dr

t
= Az, —I—/O eA(t_T)Bu(T)d’r
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Parte 2, 47

Modi di risposta

Consideriamo nuovamente «(t) = Az(t), z(07) =z¢ (%)
b o(t,0,20) = ®(t,0)zq = e Mag

Ricordiamo det(sI — A) = N (s — X))

Z_

dove \1,...,As sono gli autovalori distintidi A ed n; e la
molteplicita” algebrica di tali autovalori.

Ovviamente Z ng=mn

i=1
o N;—
Si dimostra che e = > Z A;ptFelit
i=1 k=0
g
= Y [Ajpett + Ajytet -k Ay, gt AT
i=1
1 1 dni_l_k
dove A, lim —\)Mi(sI — A)~ 1L
ik g (n; — 1 —k)! s—X\ {ds i—1-k [(8 (s ) ]}

La dimostrazione si basa sull’espansione in fratti semplici
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Quindi: Parte 2, 48

[ eAtpuo” essere sempre espressa come somma di termini Aiktke’\itJ

® A, tFe’® vengono denominati modi di risposta del sistema ()
® se un autovalore A\; ha molteplicita’ algebrica 7; in generale ad
€SS0 posSsSono essere associati n; maodi di risposta
Agthet k=0,1,...,n; — 1

® evidentemente possono esservi particolari scelte di zp per cui
modi di risposta si combinano o non si manifestano del tutto nella
risposta complessiva (¢, 0, zg)

® quando gli autovalori di A sono distinti c =n,n; = 1,2 =1,...,n

e si ha n
€At — Z AieAit
i=1

dove A; = lim [(s—A\)(sI — A)~Y

8—>)\i
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Parte 2, 49

O 1

— —— - =2
4 _4] A1 = A2 2, ny

Esempiol A= [

1
b eAt = Z Alktke_Qt = Aloe_zt - A11t€_2t

k=0 _q
-1_1|s -1 1 s+4 1

Ao = lim_ {i (s 4 2)%(s1 - A)—l]}

s:'mg{ds l<%w¢l”4 = amalo S} =[6 2
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. - Parte 2, 50
Esempio2 , _| 0 1 w o 1, V3 1 V3 e
— 1 —

= iim |(s+2 _ ! — [Sfll i]
s——3+5% <8+l 5 <8+%+j73)
1, /3
__ 1 |3+i% 1
V3 -1 L4
1 :V/3
Ap= .. =—_+ | 27772 1 — A
Wl C1 i

b eAt — Ale)\lt + A?e)\*it —

sin —t

1 1
cosgt_[‘zf ‘ﬁ] ﬁ]

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 51

- 1
Esempio 3 A=[O (])_] AM=X=1 ny =2

1
b eAt = Z Alktket = Aloet -+ Alltet
k=0

_ s—1 o |t 1 s—1 0
(SI_A)lzl 0 5—1] :m[ 0 s—l]_

Arg = tim { £ [(s = D2(s1 - )71}

A EA e R | SN PR S F

A1 = lim :(3 —1)2(sI — A)—l]

| 1 s—1 0 oo
_s"_ﬁ“l_w(s/y)ﬂ[ 0 3—1”_[o o]
b . A _ |1 0 ot + 0O O st Non tutti i modi sono necessariamente presenti in e
0O 1 OO0 la presenza o meno di tutti i modi dipende dal

numero e dimensione dei sottoblocchi di Jordan
associati ad autovalori multipli

| — |
V)
O ||~
|—l
V)

[ [~ O
=

I

At
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Parte 2, 52

- ] 11
Esempio 3 bis A=[O 1] AM=X=1,n3 =2
b Z Alkt el = Aloe -+ Allte
k=0 .
-1 1
1 _|s—1 -1 . 1 s—1 1 _ | 5=1 (=1)2
or-A —l e Il frl

Arg = tim { £ [(s = D2(s1 - )71}

A1 = lim '(s —1)2(sI — A)—l]
| s—1 1 01
— 0 (//rrz(s/nﬁ[ 8—1”210 0]

1 0| 4 n 01 tot Ora tutti i modi sono presenti in e
01]° 00 blocco di Jordan di ordine 2

At 3 causa del
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Parte 2, 53
Diversa caratterizzazione dei modi di risposta nel caso di

autovalori distinti
Vogliamo scrivere i modi di risposta nel caso di autovalori distinti in modo

da rendere esplicite alcune proprieta’ da cui consegue la presenza 0 meno
nella risposta di alcuni modi.

n
In questo caso  det(sI — A) = (s —) e eMt=3% At

’I,_

Si dimostra che [A = v;V; ]dove
(NI — A)v; =0 v; autovettore destro associato a A;

~T(>\-I A)=0 fi}zT autovettore sinistro associato a A;
Infatti si vede subito che (autovalori dIStIntI implica n autovettori l.i.)

vq 1 i

e ISP — _1= : . ~T= Z_J

Q:=[vi|va] - |vn] W P=Q e ¥; v; {O P £
. "N

b (s1- )= (51— Qdiag Dy, .., AJQ Y
= Q[sI —diag [\1,..., ]l 1Q 71
= Qdiag [(s—A1)71, ..., (5= ) THQ T = 3 i (s—A) 7!
=1
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Parte 2, 54

Ora, se lo stato iniziale e “parallelo” ad uno degli autovettori v; di A

'unico modo di risposta che si manifesta nel movimento dello stato e* e*i?

ro = avj ‘ QO(t, O,ZE’O) — eAtUUO

= 'vlfviracoeAlt e vnﬁgwoe)‘nt = owjeAJ't
Esempio Az[_ol ” AM=-1, =1
b 11 1 cH 1 —1/2
Q=lulwl=| g 3| @ = - -5 7]
V)

eAt—vlvlTe_t+v2'z7Tet—[C1) —2/2] —t_l_lo 1{2]61‘,

L 1
e quindi se wo=av1=a[O]

b il modo e* non si manifesta nel movimento libero
conseguente a tale stato iniziale
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Studio qualitativo del termine t*e?it

e \,cR
>‘Z<O )\Z:O
1 eNit l}l(t)
k =
O | > 1 i >
t
k=1 y
t2
2
k:2 > 1

Prof. Thomas Parisini
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A, >0
A

e)\z't
i |
>
St
>
>
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Studio qualitativo del termine theAit Parte 2, 56

@ )\cC M =04+ jw, \o=0 — Jw
o<O0 oc=20 o>0

ot
cos(wt + ¢) e?t cos(wt + ¢)

ot

te?t cos(wt + ¢) 4

te?t cos(wt + ¢)
—>

t

2

L %e“t cos(wt + ¢)

I
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Parte 2, 57

Descrizione interna in equazioni di stato
in relazione alla
descrizione esterna ingresso-uscita

di sistemi lineari tempo-invarianti
a tempo continuo
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Parte 2, 58
Ricordiamo:

si consideri un sistema lineare descritto da eq. di stato con stato iniziale
nullo

z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), =x(t;) =0

| y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t)
e si aveva

H(t,7)={

Inoltre nel caso tempo-invariante

#(t) = Az(t) + Bu(t), z(tg) =0
y(t) = Cz(t) + Du(t)

Ct)eo(t,7)B(r)+D@)6(t—71) t>71
O t<T

abbiamo

CeA-T)B 4+ D§(t —7) t> 7
O t<T

Hp(t—T)z{

Y (s) = Hp(s)U(s)

Prof. Thomas Parisini
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Funzione di trasferimento Parte 2, 59

Riprendiamo alcuni concetti da Fond. di Automatica generalizzandoli
quando necessario. Consideriamo

2(t) = Az(t) + Bu(t), x(07) = xg
y(t) = Cxz(t) + Du(t)
Operando la trasf. di L. ad ambo i membri dell’eq. di stato:
sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s)

b (s1— A)X(s) = 20 + BU(s)

L { X(s) = (sI —A)lag+ (sI — A)~1BU(s)
Y(s) =CX(s)+ DU(s)

L Y(s) = C(SI_A)_le-l_[C(SI - A)—lB + D] U(s) Funzione di

X = Xn MXnNn nXmpXm trasferi t

Se z(07)=0 P o p’_‘_\ y rasferimento
L v(s) = 0(81 A) 1B+D] U(s) = H(s)U(s)

P Xm
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Parte 2, 60

Vediamo la struttura della funzione di trasferimento:

(Hi1(s) oo Him(s) |
H(s)= | Ha(s) - Him(s) | 7
Hyy(s) o Hym(s) |

Considerando ora la componente i-esima del vettore di uscita

Yi(s) = f: H;;(s)Uj(s) = H;1(s)U1(s)+H;o2(s)Uo(s)+- - -
=1

J

Per cui
z(07) =0 - Hii(s) = Yi(s)
up(t) =0, k # j N U;(s)

(sovrapposizione effetti)
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Parte 2, 61
Funzione di trasferimento di sistemi equivalenti

Ricordiamo A
(A7 B7 C? D) ~ (A7 B7 C? D)
{ r = Ax + Bu T € R"*" det(T) #0
y = Cx + Du
b x="Tx, = T 1z

b T=T"1ATZ2 +T"1Bu
y = CTZ + Du

Q>

- Bu
- Du

&) 8)
|

< 8)
|

r = Ax + Bu
y = Cx + Du

ol
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Parte 2, 62

A~

H(s)=C(sI — A)~1B+ D

—C [T (31 _ T_lAT)_l T—1] B+ D
—clr (sT—lT _ T_lAT)_l T_1] B+ D
—c|r (T—l(sI - A)T)_l T_1] B+ D

=C |17 1 (sI - A 'TT ' B+ D

=C|(s1- A" B+ D
= H(s)

La funzione di trasferimento non dipende dalla particolare scelta di
variabili di stato considerata per la rappresentazione interna
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Parte 2, 63
Riassumendo:

Rappresentazione Interna | Rappresentazione Esterna
|
|

ST

(4,5,6,D) i G(s) = |C(sI = A)~1B + D|
r = Az + Bu i Y(s) = G(s)U(s)
y = Cx 4+ Du | (con z(07) = 0)

v\:_/

I 7 A\ Y = = n
»  f Realizzazione
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Parte 2, 64

Rappresentazione Interna | Rappresentazione Esterna
|
|
|
|
I grasestas s :
| ; ;
u(t) y(&) 1 y(d) ] - y(t)
{ (A, B,C, D) : .
| 2
| ;
. S ;
| G J
| g
Si tiene conto della struttura |
“interna” del sistema : Rappresentazione IN/OUT

del sistema

Funzione di trasferimento, risposta impulsiva
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Parte 2, 65
Proprieta’ della FDT nel caso scalare

Riprendiamo da Fond. di Automatica alcune proprieta ":

H(s)=C|(sI—A)"'| B+ D

- 1-1
($y—a11 —aiz2 - —Alp
(sT— A)y-L=| 921 (s)— a2 ’
| —apr (8= ann _
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Parte 2, 66

Nel caso di ingresso ed uscita scalari: _ o
Matrice compl. algebrici

f\-/
1 1
(1= = Gt er—ay &

e det(sl —A) = ¢(s) polinomiodigrado n

e K(s)= [kz-j(s), i j = 1n]

k;;(s) polinomio digrado <m, Vi,

L 1 _ M(s)
e C(sI-A) "B= det (sI — A) \CKES)BJ - o(s)
M (s)

M(s) polinomio digrado < n
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Parte 2, 67

Quindi:

M (s)
©(s)

H(s)=C(sI —A)"'B+D= + D

_ M(s) + Dep(s) _ N(s)
©(s) p(s)

e N(s) polinomiodigrado n

() se D=0

b N(s) polinomio di grado < n
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Parte 2, 68

In conclusione (caso scalare):

N(s)

funzione razionale (rapporto di polinomi) in s
p(s)

o G(S) —

- e (s) =det(sI — A) polinomio di grado n

e N(s) hagrado m<n
—mn solose D #0

\.

salvo cancellazioni
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Parte 2, 69
Se ci sono fattori comuni:

N(s)

H(s) =205

e ©(s) e unfattoredi ¢(s) digrado v < n

e N(s) hagrado m<v
= v solose D*#0

Prof. Thomas Parisini Teoria dei sistemi e del controllo



Parte 2, 70

Poli e zeri di una FDT nel caso scalare

e Poli: radicidi v(s) x - Im (s)

e Zeri: radicidi N(s) o o
N(s)
H(s) =
(s) 2(3) ¢ —o %—6 -
Re (s)

e [ poli sono autovaloridi A

e Un autovaloredi A puo non essere un polo in caso di
cancellazioni (vedi esempi)

® Il caso con piu’ ingressi ed uscite richiede alcune cautele
aggiuntive

Teoria dei sistemi e del controllo
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Parte 2, 71

Esempio 1
(. [1 o0 0
=3 Ao ]2
< n=>2
Ly=1[1 1]z

—1
H(s>=[111[31 2 [ ]

(s—1)
M —I—l) S

O
- ]<s—1><s+1>[ 8—1”1]
1
_|_

1

b o(s) = s+ 1 e unfattoredi ¢(s) =(s+1)(s—1)
digrado 1 < 2
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Parte 2, 72

Tr1 = x1 0
To =21 —To+ u z(0) = | 4
y=x1 + 22

r1 =T - x1(t) =0,Vt>0

b {x’2=%—x2—|—fu,
y =21+ x2
H(s) = ——

s+ 1

b La parte della dinamica descritta da 1 e “nascosta”

1

® Come si vedra piu  avanti nel corso la presenza di dinamica
“nascosta” e legata alla non minimalita’ della descrizione in eq.
di stato (raggiungibilita’, indistinguibilita”)
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Parte 2, 73

Esempio 2
. [1 1 1
S EEEHE
X n=>2
L y=1[0 1]z

~1
G(s) = [0 1]!361 81_11] “]

B 1 s+1 1 1
- ”<s—1><s+1>[ 0 8—1”1]

- (s—1) 1
 (s=—D(s+1) s+1

b o(s) = s+ 1 e unfattoredi ¢(s) =(s+1)(s—1)
digrado 1 < 2
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Parte 2, 74

(&1 =x1+ 20+ u

T2 = -T2+ U mm)  questa parte della dinamica evolve
| Y = X2 senza essere influenzata dall’evoluzione
di z1(t)

/

1 la parte della dinamica descritta da *1 e “nascosta”

s+ 1

G(s) =

® Nuovamente, come vedremo piu  avanti nel corso la presenza di
dinamica “nascosta” e’ legata alla non minimalita’ della
descrizione in eq. di stato (raggiungibilita ", indistinguibilita )
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Parte 2, 75
FDT nel caso generale - considerazioni

Abbiamo visto che nel caso di piu” ingressi ed uscite si ha

pXn NXN nxXmpXm

A A
Y(s) = |C(sI — A)"'B+ D|U(s) = H(s)U(s)

N— —

~

b m
(Hii(s) o Him(s) |

H(s) = Hilj(s) Hz-n;(s) > P
Hi(s) - Hpm(s) |

Il concetto di polo e zero tuttavia si complica.

Prof. Thomas Parisini Teoria dei sistemi e del controllo



Parte 2, 76

Esempio 3
[ 0 1 0 —1/2
<x= 1 —2]x+[1 1//2]“ n— o
\y=[—33]a:
-1
wo-eali ]2 3
_ 1 s+2 1|0 —-1/2
=03 3](3+1)2[ ~1 .s”l 1/2]
_[_ 3 3(8—1)”0 ~1/2] [3(s—1) 3
Sl s+l (s+ D21 /2 | [(s+1)2 s+1

Come vedremo i poli di H(s) in questo caso coincidono con gli
autovalori di A e quindi tutta la dinamica “si vede” nella FdT. Tuttavia
basta modificare le matricic B e C perche si manifesti il problema
di dinamiche nascoste, ovvero di autovaloridi A non presenti
nell'insieme di polidi H(s)
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Parte 2, 77

Definizione alternativa di FDT nel caso scalare

u(t) = 6(¢) y(t)

— —

x(07)=0

() = 500) ) U(s) = L[6(t)] = 1

_Y(s) _Y(s) _
b H(s)—U(S)— 1 =Y (s)

owero H(s) =L {risposta all’impulso]
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Parte 2, 78

Calcolo del movimento nel caso lineare
tempo-invariante a tempo discreto
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Parte 2, 79
Si consideri un sistema dinamico lineare libero a tempo discreto

z(k+1) = A(k)z(k), =x(ko) = w0
Ricordiamo x(k) = o(k, ko, xg) = P(k, kg)zg

k—1
con Cb(k',k'o) — . I—Ik A(])a k> ko; q)(kOakO) =1
J—R0
Quindi, avendo
x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k), xz(kg) = xg

y(k) = C(k)xz(k) + D(k)u(k)

otteniamo
x(k) = ®(k, ko)zo+ kikl ®(k,j+1)B()uld), k> ko
y(k) = C(k)¢(k,ko)]fc—o O
+:§_;: C(k)®(k,j+1)B(7)u(j)+D(k)u(k), k> ko
=ko
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Parte 2, 80
Nel caso di un sistema dinamico lineare libero a tempo discreto tempo-

invariante z(k+1) = Ax(k), =(ko) = o
Abbiamo Cc(k) = go(k, ko, ajo) = Cb(k' — ko)xo

con d(k —kg) = Alk=ko) o > ko

Quindi, avendo
x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k), xz(kg) = xg
y(k) = Cz(k) + Du(k)

otteniamo
k—1 |
z(k) = AF=Fo)zo 4+ S AF=UFD By(5) | k > ko
J=ko
y(k) = C’A(k_kO):L‘O

k—1
+ 3 AUtV Bu() + Du(k), k> ko
J=ko
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Modi di risposta Parte 2, 81
Analogamente al caso a tempo continuo si esprime A=k0) in “fratti
semplici”; poniamo kg = O

0 -
Ricordiamo det(zI —A)= N (z—\)™

1=

dove \1,...,As sono gli autovalori distintidi A4 ed n; e la
molteplicita’ algebrica di tali autovalori.

o
Ovviamente ) n;=n
i=1

Si dimostra che

o ni—l
AR =S (Ao 1R+ Y Auk(k—1) - (k=14 A1k - z)]
1=1 =1
1 1 , qni—1- . _q
dove A, = T 1D zlmi {dzni_l_l (2= A)"i(zl — A)Y

La dimostrazione si basa sull’espansione in fratti semplici
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QUIﬂdI Parte 2, 82

5 buo® termini Aak! [ F ) AF
A" puo essere sempre espressa come somma di termini il l 1

® A;k! ( f ) A,’f vengono denominati modi di risposta del sistema

@® se un autovalore A; ha molteplicita’ algebrica m; in generale ad
€SS0 possono essere associati 7; modi di risposta

Ailk!<f))\f,lzo,l,...,ni—l

® evidentemente possono esservi particolari scelte di zp per cui

modi di risposta si combinano o non si manifestano del tutto nella
risposta complessiva

® quando gli autovalori di A sono distinti c =n,n; =1,2=1,...,n
e si ha

n
AR = 5" ANF
1=1

dove A; = Ilim [(z—)\i)(zI—A)_l]

Z— )\

Prof. Thomas Parisini
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Diversa caratterizzazione dei modi di risposta nel caso di***®

autovalori distinti
Come nel caso a tempo continuo vogliamo scrivere i modi di risposta nel

caso di autovalori distinti in modo da rendere esplicite alcune proprieta
da cui consegue la presenza o meno nella risposta di alcuni modi.

n
In questo caso det(zl — A) = N (z —X;) e AF = 3 Az-Aff’

’),_

Si dimostra che [A = v;V; ]dove
(NI — A)v; =0 v; autovettore destro associato a A;

~T(>\-I A)=0 fi}zT autovettore sinistro associato a A;
Infatti si vede subito che (autovalori dlstlntl implica m autovettori l.i.)

’Ul _—
. “1_ | ;. sT, )1 i=]
Q:=[vi|va]---|vp] M P=Q "= | : |, 9 v, {O i £ j

|¢ (2] — A)~1 = [2] — Qdiag [\1, ..., A\s]OQ 1] 1
= Q[zI —diag [\1,..., \]]71Q 7t
= Qdiag [(z= 1)L, =) THQ T = 3 o] (=) 7
1=1
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Parte 2, 84

Ora, se lo stato iniziale e “parallelo” ad uno degli autovettori v; di A

7 . - - - - - \ k;
I'unico modo di risposta che si manifesta nel movimento dello stato e™ A;

zo=av; m (k) = Afzg
= V104 xo)\]f + .- 4 v iBo)\k = owj)\k

] AM=-1 =1
1
0

I7Q1=[ﬂ=léfl

Uo
O 1
(—1)’“+[ o 1 ] 1k

—1
0

2
1
b Q= [v1|v2] = [

AF = 015{ N o0 NE = [

Esempio A = [

1
O

L 1
e quindi se wo=av1=a[O]

b il modo 1% non si manifesta nel movimento
libero conseguente a tale stato iniziale
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Parte 2, 85

Osservazioni

® |a determinazione dell’evoluzione dello stato in forma numerica
e molto semplice

® || calcolo di
Sk — ko) = AF—F0) k> kg

si puo  affrontare anche con tecniche viste per il calcolo di eA(t—to)

anche se spesso non e necessario; per esempio la tecnica
facente uso del teorema di Cayley-Hamilton puo’ rivelarsi utile (si
vedano gli esempi durante le esercitazioni)

® In analogia col caso a tempo continuo, e" utile I'analisi di A(*—ko)
tramite trasformazione di similitudine
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Parte 2, 86

Calcolodi A*—%0) col metodo della trasformazione di
similitudine

Consideriamo z(k 4+ 1) = Az(k), z(0) = zo w x(k) = AFzg
T e R det(T) #0 = =Tz, 2=T 1z
||} T(k+1) =T YAz(k) = T 1ATZ(k), zZo=T lzg

la cui soluzione e” z(k) = (T‘lAT)kT_lzco e quindi, definendo
J = T~ L AT otteniamo

[ (k) = TJFT 1z, ]

Supponiamo ora che che la trasformazione di similitudine sia tale che
J =T 1AT

sia in forma canonica di Jordan
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Parte 2, 87

Consideriamo innanzitutto il caso in cui A ammetta la costruzione di
una base di m autovettori v; linearmente indipendenti associati agli

autovalori \;, i = 1,...,n (non necessariamente distinti)
Allora
A -~ O
T = [vi|vo|---|vn] ™ J=T"1AT =
0O - \p
e quindi
R 0
A=
0 An
YL oI
b v(k) =TJ T lag =T =y T 1zg
- O Ank -
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Parte 2, 88

Consideriamo ora il caso generale in cui vi siano autovalori multipli. E°
sempre possibile costruire n vettori v; linearmente indipendenti tali
che ) ]

T = [vi|va]---|on] ™ J=7"1AT =

dove Jg =
0 - A

e J;,, 7> 1 e una matrice di dimensione m; X m; della forma

Meti 1 o --- 0
O Agy; 1 -+ O
Ji = : Pt e
0 o - . 1
0 O R YA

in cui non necessariamente Apy4; = Ap41j, 1 7= J €

k+ni+---4+ns=n
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_ - Parte 2, 89

Ora evidentemente JgE - -0
0 Jsh
A" 0
dove Jo* =
0 ArF ]
a I J(’)‘C 0 )
k
b v(k) =TI T log =T J1 T 1zg
O v ... JKk
- . s .

Per quanto riguarda J;, ¢t =1,...,s siha J; = A4, I; + N;
dove I; e la matrice identica di ordine n; x n; e N; e una
matrice n; X n; nilpotente ( N¥ = 0, Vk > n; ) data da

O 1 O 0
O 0 1 0
N’i: : :
O O 1
O O 0
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Parte 2, 90

D’altra parte si ha subito

TE = gy + Np)F

k(k— 1) 4o
21 r—+1

= Al RN+ N2+ +EkX ;NFTLHNF

e quindi e possibile definire i modi di risposta a tempo discreto

Nk () Ak

Le dimostrazioni sono analoghe al caso a tempo continuo con gli ovvi
cambiamenti (si veda la bibliografia).

come termini del tipo
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Studio qualitativo del termine ( k

a) )\ € IR poli semplici

A>1

0B}

06}

04

02

&l 3
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) /\k—n

15
Q L)
05 ...................
UO 1 2 3 4 5 6
-1<A<O0
Q ' v
05
0 l T 5 (0] o O
%5 2 3 r : 5
A< -1
) T T
1] ST R SR [
" | R SN ........
mnk . .
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—‘00 1 3 3 ; ‘; 6

Parte 2, 91

I/I
\\
\\
LA
/ /// \\
/ ’ \
\
/ \

(5)! 4 e @)\ )
-~ - — s—¢
® | 3) {

\ / Re(z)
\ /
\ II

,/—/
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Parte 2, 92

n

Studio qualitativo del termine ( k ) =

a) ) e R poli multipli (doppi)

() ) Q (»

&
6) 1‘. 3 Re(z1
A>1 A=1 '
0 : : ) b ! H H ' H ¢
5 (0]
m.
4t ; . k] . A
20 3 :
2t v

=B
-®

08

06 ' - 04 : -
02k eosndunaes . . : ? - .>
04k . . isaaas R >

Rm»m
5

T
L o |
g8 B ¥

f o
-2 l o2 © @ o) ?
4t : . 100}
5 1 2 3 4 5 3 205 1 2 3 4 5 6
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Studio qualitativo del termine ( k

b) A1 > €@ poli semplici

(1)

5886 88

1] 1 2

3 4 5 6

© ® ()
0 =) O >
l : l . J> )
0 1 2 3 4 5 3] 7 8 9 10
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o1 2 3 4 5 B 8 9 10
(4) |xoll<1

04 I S

02 T

> 05— —o—o0—0—06—0
028 H i ......

04

2 3 & 5 8 7 & & 1
(6) A2l >1

400 — —r v

- f
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Parte 2, 93

Tox(z)
” \\~,
// .
%) (5) ,f‘/ (3 1 _\)\_lll
x X ) x x 7% x (1)
) y \
/ r \
/ \
| \
|
\ ,’ Relz
\‘ ,/
X X, (4) X x X X (1)
(6) (5 (£)} /@
/
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Studio qualitativo del termine (

b) )\ T poli multipli (doppi)

(1)

.

|A1,2]] > 1

2000 v v v i
QW—O—?—Y—Q—
4000
5000
5000
V]
ﬂlmﬂ 1 2 3 4 5 E; 7 8 9 10

n

k ) )\k—n

(2) |A2ll=1

oo o Tjo

5 :

LI

1 2

(@)

3 4 5 b 7 8 9 10

A1,2] <1

0s

©
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Parte 2, 94

Tox(z)
/ AN
(6) () / 3 I,.)\""
x X 4 x it I X (1)
/ \
/ \
| \
!
\ /
\ Re(z
\\ ]
x X X x *® X (1)
(6) (5% 3 /™
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Parte 2, 95

Descrizione interna in equazioni di stato
in relazione alla
descrizione esterna ingresso-uscita

di sistemi lineari tempo-invarianti
a tempo discreto
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Parte 2, 96
Ricordiamo:

si consideri un sistema lineare descritto da eq. di stato con stato iniziale

nullo
z(k+1) = A(k)z(k) + B(k)u(k), x(kg) =0
y(k) = C(k)z(k) + D(k)u(k)
e Si aveva
[ C(K)®(k,j+1)B(), k>
H(k,j) = D(k) k=]
| O k<

Inoltre nel caso tempo-invariante

x(k+1) = Azxz(k) + Bu(k), xz(kg) =0
y(k) = Cz(k) + Du(k)

abbiamo
(cAF-GtDB . k>
H(k—3)=< D k=7
e k< j
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Funzione di trasferimento Parte 2, 97

Consideriamo  z(k + 1) = Az(k) + Bu(k), z(kg) = zo
y(k) = Cz(k) + Du(k)
Operando la Z-trasformata ad ambo i membri dell’ eg. di stato:
2 [X(2) — 0] = AX(2) + BU(z)
b (21 — A)X(2) = 22 + BU(2)
L { X(2) = (2 —A)lzz0+ (2 — A)~1BU(2)
Y(z) =CX(z) + DU(2)

b Y(2) =C(zI-A)"1z :U(O)-I—[C’(zl — A 1B+ D} U(z)

Se zo=0 Funzione di
p Xn nXn nxmpXm trasferimento

A A Vg
|» Y(2) = C(zI A)~ 1B+D] U(z) = H(z)U(2)

~

pXm
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Parte 2, 98

Vediamo la struttura della funzione di trasferimento:

(H11(2) o Him(2) |
HE) = | Ha(2) - Him() |
Hy(2) o Hpm(2) |

Considerando ora la componente i-esima del vettore di uscita
Yi(z) = f:l H;;(2)U;(2) = Hj1(2)U1(2)+H;2(2)Uz(2)+- - -
Per cui "
Yi(2)
U;(z)

(sovrapposizione effetti)

x(0) =0
uT(k) — 07 r # ]

m H;(2) =
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Parte 2, 99
Funzione di trasferimento di sistemi equivalenti

In perfetta analogia con il caso a tempo continuo:

(A7B7C7‘D)N(AA7‘§7C7‘D)

{ z(k+ 1) = Az(k) 4+ Bu(k) T € R"*" det(T) # 0

y(k) = Ca(k) + Du(k) R

I# { 7(k+ 1) =T"1ATz(k) + T 1 Bu(k)
y(k) = CTZ(k) + Du(k)

z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) - { #(k + 1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k) y(k) = Cz(k) + Du(k)
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Parte 2, 100

Py

HRZ) =CI-A)"1B+D

—C [T (zI _ T_lAT)_l T_1] B+ D
—clr (zT—lT _ T_lAT)_l T_ll B+ D
—c|r (T—l(zz - A)T)_l T_1] B+ D

=C 1T (21 - A) 11T Y B+ D

=C :(ZI—A)—l} B+ D
= H(z)

La funzione di trasferimento non dipende dalla particolare scelta di
variabili di stato considerata per la rappresentazione interna
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Parte 2, 101

Proprieta’ della FDT nel caso a tempo discreto

... perfettamente analoghe a quelle viste a tempo continuo
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Parte 2, 102

Caso notevole:
Sistemi a tempo discreto ottenuti da
campionamento di

Sistemi a tempo continuo
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Parte 2, 103
Consideriamo lo schema generale

u(t) 4 y(t) Segnale
Segnale T— T continuo,
costante T X > _analogico
digitale E i=A{t)z+ Bu | t
>
y=C({t)x+ D(t)u l
D/A A/D
I w(k +1) = Fk)w(k) + G |
(k) 4 (k) = H(K)w(k) + Q(k)y(k) 7(k)
e 1 = [l
digitale l | K
S I
discreto,
digitale
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Parte 2, 104
® Per quanto riguarda il convertitore A/D, abbiamo

y(k) = y(ix)
® Per quanto riguarda il convertitore D/A, si ottiene
u(t) =u(k), tp <t <tpy1
che prende il nome di tenuta di ordine 0.

® Ipotizziamo di trascurare I'effetto di digitalizzazione, ovvero della
rappresentazione di numeri reali su parole di lunghezza limitata

® |‘analisi di questo sistema ibrido si semplifica parecchio andando
a considerare il sistema a tempo discreto in figura:

a(k) | e=awz+BO| (k)
i = C(t)z + D(t)u

Prof. Thomas Parisini

Teoria dei sistemi e del controllo



Parte 2, 105

Ora:  z(t) = d(t, t5)z(ty,) + /t:cp(t,T)B(T)u(T)dT

b tk+1
2(trp1) = Sty 1 )t +| [ @trs, B ulty)

7%

e quindi T(k+ 1) = A(k)T(k) + B(k)u(k)
A(k) := P(tpr1,tr)

Bk) = /t:’““ S(tys 1, 7)B(r)dr

Se ora assumiamo che l'uscita del sistema sia campionata ad istanti t}, 7 t
con tp < t;{ < tp41

y(ty,) = C(t,) D (L, ty)x(ty)+
ese y(k) :=y(t,) abbiamo
y(k) = C(k)z(k) + D(k)u(k)
C(k) := C(t),)P(ts, )

D(k) = C(tp) [ * ®(th. ) B(r)dr + D(H,)
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Parte 2, 106

Ora consideriamo il caso tempo-invariante.

ik i = Az + Bu (k)
—4ID/A =Art+ B A/D f4+—
|-> z(k + 1) = Az(k) + Bu(k)

y(k) = Cz(k) + Du(k)
esesipone tpt1—tp =Ts, t), —tp = &

_ _ Ty _ _
bA —eATls B = (/O eATdT) B, C=Ce D=cC (/Oa eATdT) B+D

Osserviamo infine che se t, = tine consegue C =C, D =D

Prof. Thomas Parisini Teoria dei sistemi e del controllo



