TDSC Parte 6, 1

Decomposizione canonica

Decomposizione canonica per sistemi LTI o
decomposizione canonica di Kalman

Proprieta della matrice di trasferimento
ingresso/uscita
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Sistemi LTI a tempo continuo
ed a tempo discreto

e Come gia fatto in precedenza (TDSC Parti 4 e 5) verranno
esposti risultati principalmente per sistemi LTI a tempo
continuo.

e I risultati valgono anche per sistemi LTI a tempo discreto
qualora si sostituisca (al solito) il termine “controllabilita™ con
“raggiungibilita ".
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Introduzione

e Consideriamo un sistema LTI a tempo continuo descritto dalle
equazioni di stato seguenti

{ #(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t)

e Il termine algebrico in uscita [D u(t)] non compare, in quanto
ininfluente sulle proprieta di controllabilita e di osservabilita.
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e In (Parte 4) e (Parte 5) abbiamo visto che esistono matrici di
funzioni di trasferimento particolari, analizzando le quali €’
possibile ottenere informazioni su controllabilita ed osservabilita

— nella matrice di FdT ingresso/stato

sono presenti tutti e soli i1 poli controllabili

— nella matrice di FdT “stato iniziale”/uscita

Tyao(s) = C (sl — A)~*

sono invece presenti tutti e soli i poli osservabili del
sistema.
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e Ma allora €’ lecito chiedersi che proprieta possieda la matrice di
FAT ingresso/uscita

Tyu(s) = C(sI—A)~1B

e In maniera intuitiva: la matrice di FdT T, ,(s) e costituita
dalla composizione delle due matrici di FAT analizzate in
precedenza.

e Allora, per quanto riguarda controllabilita ed osservabilita, ci si
deve aspettare che i poli di T, ,(s) siano tutti e soli i poli
contemporaneamente controllabili ed osservabili del sistema.

e Verificheremo formalmente cio dopo aver introdotto Ia
decomposizione canonica di Kalman

— trasformazione di variabile di stato che mette in
evidenza (nelle equazioni di stato stesse) le parti
controllabili e non, osservabili e non del sistema.
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Lemma 6.1

e La matrice di trasferimento T, ,(s) € invariante rispetto a
cambiamenti di base.

e Dimostrazione: consideriamo due rappresentazioni di un
sistema LTI a tempo continuo

{ #(t) = Az(t) + Bu(t) { 2(t) = T YAT2(t) + T Bu(?)
y(t) = Cux(t) y(t) = CT=2(t)

x(t) = T z(t)

e determiniamo l'espressione della T, ,(s) nel secondo caso.
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() = T YAT2(t) + T Bu(t)
y(t) = CT=2()
~1 -1 .1
Tyu(s) = CT(sI—T"YAT) " T7'B =
= CT[T—l (sI — A) T]_l T-1B =

e Sfruttando laregola (aBy) !t = v 1 ta?

= CTT Y I-ATT1B=C(@GI-A)"'B

e Cosl l'invarianza e’ dimostrata. A
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Forma canonica di Kalman

e Consideriamo un cambiamento di variabili di stato per il quale la
matrice di trasformazione sia costruita come segue:
z(t) = T 2(t) T=|T|T2|T5| Ty |
e Le sottomatrici si determinano in base a

"

17 : vettori base di X7 := XN Xno

T : vettori base di X5 1= X\ {XcN Xno}

T3 : vettori base di X3 := Xpno \ {XcN Xno}

T4 : vettori base di X4 :=R"\ {X1 ® Xo P X3}
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Xe

T1 : vettori base di X1 = XN Xno

T> : vettori base di Xo := X¢\ {XcN Xno}
T3 : vettori base di X3 := Xpo \ {XeN Xno}
Ts : vettori base di X3 :=R"\ {X1 & Xo & X3}

Xno

Rn

e Notazione utilizzata:

Insieme di vettori esprimibili come

= \ © e combinazione lineare di una base del
sottospazio — ma NON di una
base del sottospazio ©

Gli insiemi X,, X,, X5 ed X, sono chiaramente sottospazi dello
spazio di stato (verificarlo per esercizio).
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e Valgono inoltre le proprieta seguenti:
{Xl D XQ} = Xc¢ {Xl D X3} = Xno

e Per come e’ stato definito, si vede inoltre che un modo per
determinare X, puo essere

Xqg ={veR": Vwe{X1®Xo® X3} CR", v L w}

e Definendo ora la matrice T-! con la sequente struttura

-1 — | 22

si puo sfruttare la relazione T* T = I per ottenere le relazioni:
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. [T1’T2’T3’T4} — | H3Ty H3To H3T3 H3Ts
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 H{Ty H1T> H1T3 HiTy
H>Ty HoT> HoTz HoTy

HyTy HaTo HaTs HaTy

e Dalla condizione T-1 T = I si possono ricavare allora le seguenti

Ho Ty

Ho'T3

H, Ty

Hy Ts
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0

0

b mm) Vh! € Hp, Vo e {X1® X3} — h; Lo -

{X1® X3} = Xnom X, = <H§F|HZ>

) VT € Hy, Yo e (X1 @ X3} — hi Lo nd
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e Analogamente

H3T7 = 0

) Vil e Hy, Vo e {X1® X5} — h; Lo
HsTy = 0 () 3 { } { w

w {XI@XQ} = Xc ™ X, = <H:7;|HZ>
H4T1=O

- Vh;IEH4,V’UE{X1€BX2} — h; Lo J
HapTo = 0

e In base all'invarianza rispetto ad A di X_ e di X, (Parte 4 e Parte
5) valgono anche

Vi1 €11 = At1 € X1 = (AT7) = XN Xno
Vio € Th == Aty € X,
Viz € 13 = Atz € Xno

Prof. Thomas Parisini Teoria dei sistemi e del controllo



TDSC Parte 6, 13

e A questo punto si tratta di eseqguire tutte le operazioni matriciali
che compaiono nelle equazioni

z(1)

| y(t)

Hq Hy
M2 4 Ty T, T3 T | 2(t) + 20 g
i, 1 1o T3 Ty i,

Hy Hy

C[Tl T> Ts T4]z(t)

ricordando che, oltre alle relazioni appena evidenziate, valgono
anche le seguenti
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Decomposizione canonica di Kalman

e In definitiva si ottiene

( A1y Ao Ayz A By
. 0 Azo 0 Apy By
z(t) = - a 2(t) + u(t)
. 0 0 Az3 A3y 0
0 0 0 Ayq | 0 ]
Ly(t) = [0 Cp 0 C4|2(t)
e parte controllabile e non osservabile: z, ( Z1 \
e parte controllabile ed osservabile: z, 29
+ parte non controllabile e non osservabile: z, #(t) = 23
e parte non controllabile ed osservabile: z, \ 24 )
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e In particolare risulta completamente controllabile il

sottosistema
z1(t) _ A1 Aio ] [ z1(t) ] [ By ] y
zo(t) ] [ 0 Ao zo(t) T By )

e Risulta inoltre completamente osservabile il sottosistema

liz(t)] - Apo A~24] !Zz(t)] n [lzzl u(t)

/

< z4(t) 0 Aga | | 2za(t)
= [ el |20
: z4(t)

\

e Infine il sottosistema descritto da (52 2, B2, 52) risulta
completamente controllabile ed osservabile.
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Parte controllabile
e non osservabile

u(t) A A A

zo(t)

Parte controllabile
ed osservabile

y(t)

Parte non 23(t) Trasformazione
controllabile e non > di uscita
osservabile

A

Parte non za(t)
controllabile ed
osservabile
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Ora verifichiamo quanto introdotto in modo intuitivo in slide
TDSC — parte 6 #5 e per farlo determiniamo la matrice di FdT a

partire dalla nuova rappresentazione di stato (si ricordi che per il
lemma 7.1 la matrice T, ,(s) €" invariante rispetto a cambiamenti

di base):
(sI—A11) T Mio(s) M 3(s) M 4(s)
>—1 _ 0 (s1 - z‘1~22)_1 M>3(s) M2 4(s)
O 0 (SI — A33)_1 M34(s)
0 0 0 (sI - Aga) ™"

con matrici M, ;(s) opportune e tali che valga

(31 - A")"1 (31 - A’") = Inxn
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e Ora, data la struttura delle matrici B, &

,I:yu(s) — C’ (SI—A~>—1 B —

— (s1 — Ay 1)_131 + My2(s)By
N
=[0 C 0 4| (1= A22) B —
- O -

~ - =1 -
— CQ (S[ - AQQ) BZ
 In definitiva i poli presenti in T, ,(s) sono le soluzioni di

det (sl - ,2122) =0

quindi solo i poli contemporaneamente controllabili ed
osservabili.
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Teorema 6.2

e Un sistema LTI a tempo continuo descritto dalle equazioni
di stato { i(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t)

e’ completamente controllabile ed osservabile SE E SOLO
SE nella matrice di trasferimento T,,(s) compaiono TUTTI
i poli del sistema, cioe tutti gli autovalori della matrice A delle
equazioni di stato del sistema (con le relative molteplicita).
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e Dimostrazione

e Proviamo che l|la matrice di FdT di un sistema
completamente controllabile ed osservabile presenta
tutti i poli del sistema.

"1l caso contrario [cioe se la matrice di FdT presenta tutti i poIi\

del sistema, allora esso e’ complet. controllabile ed osservabile]
si dimostra facilmente sulla base di quanto dimostrato finora in

J DSC Parti 4, 5 e 6. Lo si dimostri per esercizio. D

e Per semplicita consideriamo anche stavolta (come gia fatto in
TDSC parti 4, 5) soltanto il caso di un sistema ad un ingresso
ed una uscita (sistema SISO) ed inoltre la matrice A delle
equazioni di stato del sistema possieda autovalori tutti
distinti.
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e Sfruttando il cambiamento di base che porta a diagonalizzare la
matrice A si ottiene

{ z(t) = Az(t) + bu(t) G 2(t) = M=(t)
y(t) = ca(t)
. B

( YR 0 |

. 0 )\2 .- 0

i) = 20+ hul®) p = p T
<

0 0 An | fr=et

\ y(t) = fz(1)
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e Analizzando le matrici (rispettivamente colonna e riga) h ed f
si puo concludere che

/‘

hz;/-O ‘V’z’=1,2,...n

Completa controllabilita ‘
ed osservabilita )

fiFz0 Vi=1,2, ...n

e Infatti se non fosse cosi, in base ai Lemmi 4.3 e/o 5.1 il sistema
risulterebbe non completamente controllabile e/o non
completamente osservabile!

e Ora non rimane che determinare |'espressione della matrice di
FAT cercata:

Tyu(s) = -
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(s— A1) ?
Tyu(s) — [fl fn]
] 0]
_ Nl n J2ho

s+ A1 s+ Ao

0

0

+
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| he
0 1
ho
— )L
(s n) | _hn_
fnhn
s+ \n,

e E’ chiaro che essendo i FE G o= N E N

non possono esserci cancellazioni e quindi nella matrice di FAT

considerata compaiono TUTTI i poli.

AN
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Un esempio

e (Consideriamo i sistemi

ECEN S f1]x<t>+ Hu(t)
(a) X -
y(t) = :1 1]:1:(t)
o [0 [3 5]0r[35]
y®) = [ 11 ]a()
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ECEN I ORI IO

(c) !

w0 = |5 9 |a

w0 = |3 a0+ [ 9]

(d)

v() = | ‘f]xu)

e Analizziamo le proprieta di controllabilita ed osservabilita
utilizzando i test descritti in TDSC Parti 4 e 5 e successivamente
verifichiamo i risultati ottenuti determinando le varie matrici di
FdT.
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(@) = non completamente controllabile e non
completamente osservabile;

(b) <==p completamente controllabile e non completamente
osservabile;

() 4= non completamente controllabile e completamente
osservabile;

(d) €= completamente controllabile ed osservabile.

e Ritroviamo i medesimi risultati utilizzando I'analisi delle matrici di

FdD.
1 .
(@) Tyu(s) = ] =) 1 solo polo in s = —1
1 1
(b)  Tyu(s) = s+1 s+1 m=) 1 solo poloin s = —1
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- 11
1
(C) Tyu(s) — T ‘ 1 solo polo in s = —1
1
L s+ 1 .
=
(d) Tyuls) = 8 ) 2 poliins = -1
0 1
- s+ 1]

e In base al teorema 6.2 soltanto il sistema della configurazione
(d) risulta completamente controllabile ed osservabile.

e Per classificare gli altri in modo corretto vanno utilizzati i
teoremi 4.9e 5.7.
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Ancora un esempio

e (Consideriamo il sistema

[ -1 0 1
[« = |7 %0+ | 1]
Ly®) = [ 11 ]a()

o [ test sulle matrici P e Q indicano che il sistema e’
completamente controllabile ed osservabile:|lo si verifichi.

e (alcolando la FdT si ottiene

Tyu(s) =

s+ 3
(s+1)(s+2)

che contiene tutti i poli.
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Esempio

e Consideriamo i due sistemi

i) = | o Slam+]5u @
) _

y(t) = :1 l]a:(t)

r w(t) = [—Ol _02] z(t) + [i] u(t) (b)
.

y(®) = [1 0]a(®)
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e Come e’ facile verificare (i due sistemi sono nella forma
standard rispettivamente di controllabilita e di osservabilita) per
i due sistemi si ha:

— (a) non completamente controllabile e completamente
osservabile

— (b) completamente controllabile e non completamente
osservabile

Si verifichi quanto appena affermato applicando il lemma 4.3 e/
o il lemma 5.1.

e Per quanto riguarda le FdT, esse sono in entrambi i casi pari a

1
Tyu(s) =
Y s+ 1
e cio conferma che nessuno dei due sistema puo essere
completamente controllabile ed osservabile.
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1

_ ()
7 = A0

(a)(s)

e Ma quale proprieta viene a mancare? Gia sappiamo che non €’
la stessa per i due sistemi. Come fare utilizzando solo la matrice
delle FAT?

Osservazione

e In generale e’ impossibile stabilire dalla sola struttura

della matrice delle FdT ingressi/uscite di un sistema
quali tra le proprieta di controllabilita ed osservabilita
— sia assente.

e Se una FdT non contiene tutti i poli certamente una delle due
proprieta manca, ma per capire quale essa sia e’ necessario
studiare la struttura del sistema che ha generato quella
particolare FdT.
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Retroazione algebrica dell’uscita

e Una legge di controllo del tipo

u(t) = Kz(t) + v(t)

puo modificare a piacere i poli controllabili, scegliendo K (TdSC
Parte 4, teorema 4.10).

e Che cosa si puo dire adesso di una retroazione algebrica
dell’'uscita, cioe una legge di controllo del tipo

u(t) = Hy(t) + v(t) 2

e Gli effetti di una tale legge di controllo sono facilmente
analizzabili se si fa riferimento alle equazioni espresse nella
forma canonica di Kalman.
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e Infatti in tal caso si puo scrivere

[ A1y Ayp Arz Apg [ By |
v _ | 0 Axp 0 Ay s B "
< z(t) = 0 0 Ass Asg (t) + o (t) i
0 0 0 /144_ - 0 | U(t) — HCZ(t) + U(t)
Ly(®) = [0 Gy 0 G4 2(0) l
'l u(t) = [0 HC2 0 HCq4 | 2(t) + v(t)
I I 0 BlHéz 0 BlHCZ I i Bl -
- 0 BQHCQ 0 BQHC'4 BQ
z(t) = | A z(t) + v(t
(t) 5 0 0 0 (t) 0 (1)
I I 0 0 0 0 | 0
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e La nuova matrice di stato allora risulta composta da

Y
|

~1
0
0
0

1 A1o+ B1HCy Ay3 Aja+ B1HCy
Apo+ BpHCy 0  Aps+ BoHCy
0 A3z Azq
0 0 Ana

e Essendo diagonale a blocchi vale che

det (sI — A) = det (sI — Ayq)-det (sI — Ayp — BoHC)):

-det (SI — A~3 3) - det (SI — A44)

e In definitiva possono venire modificati attraverso la scelta
di H SOLTANTO i poli controllabili ed osservabili.
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Osservazione

e E’ importante notare che In generale utilizzando Ia
retroazione algebrica delle uscite NON e’ possibile
modificare a piacere il valore di OGNI polo controllabile ed

osservabile.

e I vincoli sono dovuti in generale

— al numero di parametri liberi corrispondenti agli elementi
della matrice H che possono venire scelti ad arbitrio;

— alla particolare forma che viene assunta dalla matrice H C»
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Retroazione algebrica dell’uscita: caso SISO

4

e In questo caso la retroazione algebrica dell’'uscita e
caratterizzata da un solo parametro

u(t) = hy(t) +v(t) heR

e In tal caso quindi, anche se il sistema fosse completamente
controllabile e completamente osservabile (quindi risulterebbe
possibile modificare tutti i poli), attraverso la scelta di h sara
possibile fissare a piacere UN SOLO polo della nuova matrice

di stat i
| Stato A= A+ BhC

e I rimanenti (n-1) poli sono automaticamente fissati come

soluzioni di ~
det (sI — A) =0
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Un esempio

e (Consideriamo il sistema

[ -1 0 1
[« = |7 O =@+ [ 1] o
Ly®) = [ 11 ]a()

che sappiamo essere completamente controllabile ed
osservabile.

e Con una retroazione algebrica dell’'uscita vogliamo allora
assegnare nuovi poli al sistema: poiché e un sistema SISO la
retroazione sara del tipo

u(t) = hy(t) + v(t) heR
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e Sostituendo la legge di controllo nelle equazioni di stato si
ottiene

#(t) = [‘01 _%]:v(t)-}—[i]h[l 1]a;(t)+“]v(t)

e Riordinando i vari termini:

. . -1 0 h h 1

B(t) = ” . _2]+[h h”x<t>+[1]v<w
e La nuova matrice di stato e’ allora

[ (h=1) &
A—[ h (h—2)]
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e Gli autovalori associati alla nuova matrice di stato sono dati dalla
soluzione dell'equazione

det (sI — A) = det(d—[(h;l) (hEQ)D =0

cioe
s —(h—1)]-[s— (h—2)] —h? =0

e Al variare di h tale equazione fornisce i due nuovi poli del
sistema, ma non e’ possibile scegliere a piacere entrambi.

e Scelto uno dei due, viene ad essere fissato anche il valore del
parametro h e quindi di conseguenza anche l'altro polo.

25
81=—10 ) hz_% — 82=_ﬁ

Questo e’ imposto,
non posso sceglierlo

Per esempio
scelgo questo
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