Parte 2, 1

Elementi di Teoria dei Sistemi

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 2

Definizione di sistema dinamico

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 3

Sistema dinamico a tempo continuo

y(t )‘

w(t) - S

uq (1) y1(t)
u(t) = s € R™ y(t) = . € RP
um(t) yp(t)
Ingresso Uscita
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 4

Cosa significa “"Dinamico”?

u(t) y(t)

HE

v

>

lf‘.D tl i lf’o f‘]_ t

y(t) e  univocamente determinata?

Se larispostae’ no mm) Sistema dinamico
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Parte 2, 5
Sistema dinamico a tempo discreto
u(k) y(k)
24 s =
uy (k) y1(k) )
wy=| : |erm y)=| : |eRr
um(k) .Up(;':)
Ingresso Uscita
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 7
Esempio 1)
R u(t)
O—WVQO y(t) = R - u(t)
\/ - -
/() Non dinamico

Esempio 2)
u(t),t € [to,t1]

y(to) } 3

Parte 2, 6

Cosa significa “"Dinamico”?

y(t)
y(t).t € [to. 1]
Dinamico
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

{u(t;)} {u(te)}
?
[ ] ® [ ] : ’
° H * ® I
H H . H
"t t1 tp t3z ia Tt Ttg 1y > I3 4 i
{y(t1.)} & univocamente determinata?
Se la risposta & no ) Sistema dinamico
La medesima definizione applicata ai sistemi dinamici a tempo
continuo
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 8

Esempio 3)
o

_Dhj u(t)
ol

kh(t) =y(t)

H.(f.)..f € [f‘-o. tl]
h(to)

} mmp y(t).t € [to, 1]

Dinamico
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Parte 2,9

Esempio 4)

u(t),t € [tg. t1]

y(to) ) y(1).t € [to, t1]

y(to)

Dinamico

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 10
Esempio 5)
“Le spese nell’anno k 1 ron
sono proporzionali  al y(k) = a - u(k)

reddito nell’ anno k”
Non dinamico

Esempio 6)

“Le scorte di magazzino
del prossimo mese sono
proporzionali alle scorte

{u(k).k =13-1,'2 couyp
y(0)

Parte 2, 11
Sistemi dinamici a tempo
continuo
Analisi e proprieta

attuali, alla  quantita
prodotta e venduta nel |1'> y(k),k=0,1,2,..., P
mese attuale”
Dinamico
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 12

Variabili di stato

Variabili da conoscere in tg per determinare y(t),t > tg

apartire da u(t),t > tg
/ Ordine del sistema
z;(t), i =1,2,...(m (variabili di stato)

x1(t)
2(t) = : € (vettore di stato)

xn(t)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 2, 13

Attenzione!

e Non tutti i sistemi dinamici a tempo continuo ammettono una
rappresentazione in equazioni di stato!

e Quelli che la ammettono si dicono sistemi a dimensione
finita, oppure sistemi a parametri concentrati.

e Esistono casi in cui lo stato al tempo ¢ € costituito da una
funzione di una o piu variabili [non da un numero finito » di
scalari!]. In tal caso si parla di sistemi a dimensione infinita,
oppure a parametri distribuiti.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 14

Esempio di sistema a parametri distribuiti

+ Diffusione del calore lungo un corpo omogeneo:

consideriamo una barra di materiale omogeneo, di lunghezza /,
posta inizialmente a temperatura costante T, ed isolata come in
figura

isolante perfetio

| —
0 i

e Supponiamo poi che all’ istante iniziale " estremo della barra sia
portato e mantenuto a temperatura costante T; (# To)

T =Ty Yt>0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 15

e L’ equazione a wna dimensione che descrive |’ evoluzione della
temperatura T(z, t) della barra, lungo la coordinata longitudinale della
barra zall’ istante ¢ & del tipo:

iz ). _ . PT(e k) i K
at 922 T ep
dove k €& la diffusivita, c & il calore specifico, p € la massa volumica, K &

la conduttivita termica (equazione di Fourier o di trasmissione del
calore nel caso monodimensionale).

e Se si considera T(z,t) come un vettore di cui la variabile z & I”indice,
risulta evidente che lo spazio degli stati ha dimensione infinita
non numerabile: questa € una tipica caratteristica dei sistemi descritti
da equazioni differenziali alle derivate parziali.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 16

Sistemi dinamici a
tempo continuo

{ ;i (1) = filz(),u(t),t],i=1,....,n  Eq.distato
y(t) = gle(t), u(t), 1] Trasf. d'uscita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 2, 17

Usando la notazione vettoriale:
Jilz(t),u(t), ]
Falw (), u(®), ]

L 0= re@.um.
y(t) = gla(t), u(t), ]
e per brevita' notazionale scriveremo spesso

b iz

Flalt), w(t),t] =

Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 18

Alcune importanti definizioni:

- Sistema strettamente proprio
se g(:) nondipendeda w

- Sistema tempo-invariante (o stazionario)
se f(-).g(-) nondipendonoda f

- Sistema lineare

se f(-).g(-) sono funzionilineariin x. u
- Sistema monovariabile (SISO)

se m=p=1 (1lingresso, 1 uscita)

- Sistema multivariabile (MIMO)
se m#=1 eo p#= 1 (piu ingressie/o piu’uscite)

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 2, 19

Sistemi dinamici a tempo continuo

w(t) - S

y(t)
» (R

{ a(t) = fla(t),u(t),t]
y(t) = gla(t), u(t),]

z(t) € R" stato
u(t) € R™ ingresso
y(t) € RP uscita

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 2, 20

Esempio 1)

R u(t)
o—ANV—0 y(t) = R - u(t)
N————

y(t) Non dinamico

Non e’ necessaria I'introduzione di variabili di J

stato

Fondamenti di Automatica
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Esempio 2)
ult)
-_—

y(t)

- Primo ordine
- SISO

- Stazionario
- Str. proprio {

- Lineare

Parte 2, 21

... dall’elettrotecnica

_i; Ct =11

Ris
u=i] +io
R
z=HRHis= R{u—11)
b , 1
=g
k = i-e'l = i (U. — 1.1:)
C c R
1 1
2(t) = — 4+ —u= f(x,u)

RC C
y =1z =g(z)

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Esempio 2bis)

2(t)
R TN
o—MN\V—|—o

_)-u.( t)

\_%

- Primo ordine

- SISO

- Stazionario

- Non str. proprio
- Lineare

Parte 2, 22

... dall’'elettrotecnica

Ci=u
y=x-+ Ru

{ x(t) ——u—f(z u) J
J—;1+Ru—q( @

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Esempio 3)

_Ej ,“_(r)

i

- Primo ordine
- SISO

- Stazionario

- Str. proprio

- Lineare

Parte 2, 23
... dalla fisica
ka(t) = y(t) Ar=u—ka
'j y = kx

y()

{ ;(n‘)———;+—u—f(r u) J

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Esempio 4)

y(t) :

-
' ”H

Hu

- Secondo ordine
- SISO

- Stazionario

- Str. proprio

- Lineare

Parte 2, 24
... dalla fisica
Fe=ky
Fo = hy

Mij=u—ky—hy

Ponendo poi

£ == 12— fi(w.u)

’»2+ U= fo(au)

R=d=—yrti =g

y=ux =g(x)

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica




Parte 2, 25

Esempio 5)

... dalla fisica
h_ (= u Ch=hd
JU =u— Rl — MgLsin(9)
J=ML?
Ponendo poi

#y =1 e mi— L1
rp = ] T

Mgsin(#) l
- Secondo ordine iy =9 =uwp= f1{x,u)
- SISO ip = = —‘”j;L— Jl.—;;1:2 + %u = ..I"Q(::"-u)
- Stazionario y=11 = g(x) '
- Str. proprio
- Non lineare
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 27
Scelta delle variabili di stato
- Criteri?
- La scelta e” univoca?
- Lordine e fissato?
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 26
Rappresentazione di stato
u(t) y(t)
— S | tcr
= f(x,u,t)
Yy = _r;(.:r, i, i’)
xz € R" stato
u e R™ ingresso
y € RP uscita
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 28

Un criterio “ingegneristico”

Variabili di stato G_randez_ze associate ad accumuli
di energie, massa, ecc....

- Elettrotecnica
Tensioni sui condensatori
Correnti negli induttori

- Meccanica
Posizione
Velocita®
- Termodinamica
Temperatura
Entalpia
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 2, 29
Un criterio "matematico”

Supponiamo di aver ricavato dalla fisica o dall’elettrotecnica, o ... un’eq. Differenziale di ordine 11

a]:'H,y (t.'f”'_ ly dy )
_=ij ---.__-.'.U:'u

dtn dtn—1’ dt
Ponendo

ry =y 1

ety .

=g e &= .(‘-Ig

TRTIEL, . L T .

Tn = rHTf ” 1= x2

I Ty = x3
tn = w(z,u)
y=x
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 30

Esempio

u’3':,r d.zy dy
g T o g — 6
B g TRy v=%

Si abbia I'eq. differenziale di ordine 3
Ponendo
3] &
api=d e zi=|a )
&3 = 3x3 — 205 + 21 + 6u

=11

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 31
Rappresentazioni di stato equivalenti
- f(J'. u, r_) T G ]Iéf:r
y = g(x,u,t) “ {E i
: - y € RP
=Tz, Tk, TecR"" det(T)#0
I* F=Tz =TT 13 ut) = f(Z,u,t)
y = g(T"12,u,t) =: §(z,u,t)
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 32
Movimento dello stato e dell’uscita
{ &= f(z,u,t)
== 5"(-”: U, ’) Movimento dello stato
—
to a(t).t > tg
u(t),t > tg )
2(tg) y(t),t > tg
—
Movimento dell’'uscita
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Calcolo del Movimento

Due passi:

Parte 2, 33

a) Integrazione eq. di stato ) (t),t>1tg

b) Sostituzione di @, ‘ . ;(f),t > 1o

nella trasformazione d’uscita

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Esempio

(1)
R =c

z(0) =z
u(t) = Acos(wt) - 1(t)

Parte 2, 35

: 1
T=—1u
y=xz+ Ru
u(t)

‘4]\/\/\:
|\/ VAR

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 2, 34
Osservazione importante:
Per sistemi stazionari e lecito assumere g = (J  senza ledere la generalita’
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 36
a) Integrazione eq. di stato:
A gt
z(t) = 0+ —= / cos(wT)dr =
CJo
" 1
Asin(wr)
= T+ C o =
w 0
A y
= &I + —— Sln(u.}t).f = 0
Cuw
b) Sostituzione di ', 1 nella trasformazione d’uscita:
A
y(t) = xg + o0 sin(wt) + RAcos(wt),t >0
W
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 2, 37

.. con le trasf. di Laplace:

E{!} — E{%U} ‘ S_X(S) — g = %U(s)

8 1 1
) X (s) =azg— + —U(s)
8 sC
1 1 A 1 A 1
T T T A PG P
1 A w
SR R

A
iy 2(t) = 20+ C:—sin(wf).t >0

Parte 2, 38

Equilibrio (sistemi stazionari)

= f(L .”) u =u
{ y = g(x,u) (t)=u,t>0

- Stato di equilibrio 7

b movimento costante di x(#) con u(t) =u
- Gli stati di equilibrio si trovano tutti al variare di @ € R™
- Uscita di equilibrio

b movimento costante di y(#) con u(t) =u

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 40

Parte 2, 39

Calcolo dell’equilibrio

- Risolvere I'equazione algebrica
0= f(z,u) mmmp 7

- Sostituire T, 1  nella trasformazione d’uscita

b y=y(x, u)

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Esempio 1)

TN ) / - v RC * [ “

b T = Ru
b ¥ = Ri

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

10



Parte 2, 41
Esempio 2)
a(t)
R (N : 1
| = e u
) y=z-4+ Ru
\_%
Joa 7
se i=0 mmmp . _
1 do ==

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 42

Esempio 3) Ponendo
— =4 e e — L1
C=u rg = i = €T

b SR f 1
i = ——j[ sin(iy) —ﬁ:{‘g + 7 n

=i

Mgsin(®)

_ 0=xa
.H(i) =1 ‘ { o= Mgl
T

sin(zy) — 'i; xo + 1}1_-' t

5= 0 il < MgL ( 33=0
b { sin(zy) = 'll—ﬁ ‘ T, = arcsin ( s )

Mgl

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 43

Sistemi dinamici a
tempo continuo

Sistemi dinamici
- lineari
- stazionari

y = g(a,u,t)

{ &= f(x,u,t)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 44

Sistemi lineari stazionari SISO

T1 = ay1121 +aizxo + - Fay,en + biu

Tn = ap1T1 + ap2x2 4+« + annTn + bpu
Yy =ci1x1 + coxo 4+ -+ =+ cnrp =+ du

— 7
—~

Combinazioni lineari di variabili di stato e del controllo

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Parte 2, 45

Sistemi lineari stazionari SISO

a1l v Gilp }11 -
A= T : n B | "
pl -+ Gnn =
— —
T 1
C=[ec = en| }1 D=deR
H—)
T
— y z e R
b €= ;411‘ + Bu wel ({1. B.. C\" D)
y=Cx+ Du yER
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 47

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

det(A)#0 mmmp 7= -A"'Bui mmm)p 37 unico

b y=Ci+ Diui=—-CA 'Bu+ Du

= (—C;’A‘lﬁ + D) i
ﬁ_J
1
’( 1 o Guadagno statico

L

o
>

u(t) =1u y() =y = pu

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 46
Equilibrio (sistemi lineari stazionari)
¢ = Az + Bu w(t) =1,t>0
y=Cx~+ Du
b 0= Az + Bi
’ det(4) # 0
b Az = —Bii
\ det(4) =0
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 48
Equilibrio (sistemi lineari stazionari)
deor dooy
det(4) =0 \
Az Ay
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




Prof. Thomas Parisini

Parte 2, 49
Movimento (caso scalare- n=1 )

a ax -+ bu x(0) = g
y=cx + du u(t),t >0

t
b z(t) = exg + /;] UMby () dr

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 2, 51

... con le trasf. di Laplace:
LA{&(t)} = £ {ax+ bu} mmmp sX(s) — zo = aX(s) + bU(s)
k (s —a)X(s) =axg+blU(s)

: i
b x()=—"wo+-2

§—1 §—a

U(s)
usando la proprieta’

LLfCE) = g(t)] = F(s) - G(s)

; 1
e la trasformata notevole .{:[r-.'t' t 1({)] — —"‘
s — K

i b x(t) =L !{.\'(.«;)} = ery+ /::;.”U T)bu(r}dr.a‘. >0

Fondamenti di Automatica

Parte 2, 50
Cenno di dimostrazione:

Si segue la procedura seguente: si verifica che I'espressione soddisfa I'equazione differenziale. In
caso affermativo, il teo. di esist. ed unicita' ci permette di concludere la dimostrazione.

z(0) =xg ok

Ricordiamo: r}f /; & J{r)dr = ¢} fr(D)] + ./I'J.I“J é;_f(.—)dr

Quindi:
t
(1) = ae™zg + bu(t) + /O ae” (l’—,—)h‘u(?’)d?’

=a ((:”‘1.;'0 - /[: (‘”'U_'_)r'm(r)d?') + bu(t)

- -

= ax(t) + bu(t) okt

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica
Parte 2, 52
Movimento (caso generale- n>1 )
&= Ax + Bu x(0) = aq
y=Czx+ Du u(t),t >0
|f -
b z(t) = etaog + /“j eAlt= ')Bu.(r)dT
1 1 T 1
X L T axn wxl 1
dove si definisce I'esponenziale di matrice
oo ke 4242
At . (At) A=t
e = —2 =7 At e e
ED k! tAE T
—
nxn
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 53

Formule di Lagrange

f
-'J'.'(f.) — (_'""“.'L'[] I /D (-’A('f'_r)ﬂ'u.(?'){f'r. t> 0

—— ~ v

)(t) xp(t)
b w(t) = () + wp(t)

Movimento libero: dipende da .L’-O

Movimento forzato: dipende da u(f)
linearmente

linearmente

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 54

Formule di Lagrange

y(t) = C-Te‘“'xo + /L: Cfe"i(r_"}Bu(r)dT + Du(t), t >0

— ——
y(t) yp(t)

y(t) = () +up(t)

AR

Movimento libero: dipende da iI'() Movimento forzato: dipende da ”(f)
linearmente linearmente

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 55

Principio di sovrapp. degli effetti

.trfo Ny ’
u/(t),t >0 } ) '(t).y'(1),t>0

. } ) (1), y"(t).t>0

u'(t),t >0

z0 =@ +@f z(t) = az'(t) + fa"(t)
u(t) =@u'(t) +@u" ().t > 0 } y(t) = ay'(t) + By (t)

Nota: la proprieta” vale anche per sistemi non stazionari purche' lineari

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 56

Sistemi lineari stazionari MIMO

a1l '+ Qin L!}11 blm
A s n B = H E H n

Apl *** dun Ir-*nl bwm

n I

ey T g di1 -0 dim
= : : : P D= : : : P

dpl coo dpm

| —_—
1 m

T e R"
b t=Ar+Bu 4werm (A B,C,D)
y=Cx—+ Du y ERP

Le formule valide nel caso SISO si applicano con ovvi cambiamenti

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 58

« !
Esercizio a casa - 5;425‘?;

Dati: (A,B,C,D) ~ (Tl. B¢,
Mostrare che:

-se det(A) £ Q ilguadagno statico f4 non cambia

-se xg=Txg i movimento y(t) non cambia

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 57

Rappresentazioni di stato equivalenti

{ & = Az + Bu T € R"™" det(T) # 0

y=Cz <+ Du
b - 5%
k z2=T"1Az+ Bu) = T~ AT# + T-1Bu
Yy = (1TT '+' Du —— ——
A A B
(&) D
= Ar+ Bu = Ax 4 Bu
k { y=Czx+ Du ' ' { y=0Cx+ Du
Notazione: (/-'_l__ B.C, D) ~ (;TB(A' D)
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 59

Linearizzazione _

Pendenza retta tangente = f_;:(u']
Idea di base: Pendenza retta tangente = Jr:(.:“]
2 u="r(a)
F 7 T
b y(x) = y(Z) + f2(Z) (= — T)
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 60

Definiamo gli scostamenti rispetto all’equilibrio:
du(t) ‘= u(t) —a u(t) = dult) +u
da(t) =x(t) — ‘ z(t) =o6x(t) + =
b =0z = f(z+ dx,u+ du)
F@A + F2(F, @0z + fulZ. T)du

= 0 (equilibria)

¢

b bz ~ fu(Z, u)dx + fu(Z,u)du

X nxm
A B
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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dove evidentemente:

Parte 2, 61

Vediamo la trasformazione d’uscita:

Sy(t) i==y(t) — 7

b y(t) =F+ by = g(T + oz, @ + du)
~ g(T,4) + g(7, 0)dx + gu(Z, 0)du

b Sy =~ go(7,0)dx + gu(Z, 1)du

PR

C!

y(t) = dy(t) +

Parte 2, 62

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

af dfy
daq dirn
fo@ @) =| : b
{JJIN () !’.”
drq Ay I )
- o _
T B
df1 af1 )
du 1 Dty
f‘u(;f.’a — E : r
d T () ‘ n
duq dum |75 )
e
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 63
dove:
g1 da; )
drq dxy,
gz(Z, ) = : : r
dap dgp
diaq den |75 )
- o _
T
- y 3
991 g,
(‘jﬁl du,
gu(Z,u) = ; ; > P
dgp Igp
(ju.l Hum Fai )
e

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Sistema linearizzato:

{ @ = f(x,u)

y = g(x,u)

5.’.!-.' — f:(?. T_I){s.i + f'u.(iF| 't_-‘)é?_f

L
A B
by = gu(Z, u)dx + gu(@, u)du
[ —— ——
c D
= Axr 4+ Bu :1 E E;?
y=Cx+ Du y e RP

0=f(z,u) mmmp =

Parte 2, 64

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini
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Esempio

Parte 2, 65

Ponendo
ay =1 e &= L1
ro = r‘j T

b T i 1
Iy = —% Sin(;l'l) == ﬁ.&‘g + } i

¥—=r1

Mg i)

u(t) =u=20 ‘

= [o'
]
gz > ol
{ - MaglL

= ——!— 5iﬂ(.i?1)

]

Il
s
O A

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

L 66
Quindi: Parte 2

afy iy
. [2a en
sen=| i i |

[ 0 1
. =| _MgL oy _h
Or; Onp 7 cos(1) —7 |z

e 3]
= Al h — &
G5 -5

AT

fo(E.7) = { o o

_ [ 0 1
; — | _MgL 2 _h
Jr; 012 lzq 7~ cos(r1) 25

7 S
0 1
= @wu Lon| =4
o —J

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

af afy ]
7,

Poi (tutte queste quantita® non dipendono dallo stato di eq.):

Parte 2, 67

ah 0 _
weo=[B] =[2]=s

i

of
fu(Z w) = ,{F}j
i
- iy
9:(T, 1) = | 7oy
~ =N g
9x(%,0) = | g~
—— oy,
gu(®@ a) = 2
dulz.a
s ar
gu(@, u) = ,_j
dulz.a

7

3]+
s J
f”rtz]n:[l Oi}.w:|1 O]:C-‘
5 sa=[10];5=1 0]=¢
=0z3=0
=0z;5=0

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 2, 68

Sistemi dinamici a tempo
discreto

Analisi e proprieta

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 69

Variabili di stato

Variabili da conoscere in kg per determinare {y(k)} k> kg

apartreda {u(k)},k > kg

Ordine del sistema
SR, 5= 1,2,...,@/

(variabili di stato)

x1 (k)
2(k) = i = @ (vettore di stato)
J'n_(,’\'.)

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 2, 70

Analogamente al caso dei
sistemi dinamici a tempo
continuo

Sistemi dinamici a
tempo discreto

Equazioni di stato
{ (k4 1) = filz(k),u(k),k],i=1,...,n
y(k) = glz(k), u(k). k]

Trasformazione d’uscita

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 2, 71

Usando la notazione vettoriale:

Fl(k), u(k), k)
Fle(k), u(k), k] = .

Fulz(k), u(k), k]
I-I__> { ax(k+ 1) = fle(k), u(k), k]
y(k) = glz(k), u(k), k]
e per brevita di notazione scriveremo a volte
|'|__:> Tpy1 = flag, ug, k)
Yk = 9(g, ug, k)

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 2, 72

Definizioni: Analogamente al caso dei
sistemi dinamici a tempo

continuo

- Sistema strettamente proprio
se g(:) nondipendeda wu(k)
- Sistema tempo-invariante (o stazionario)
se f(-).g(-) nondipendonoda k
- Sistema lineare

se f(.)‘g(.] sono funzioni lineari in @ (&), u(k)
- Sistema monovariabile (SISO)

se m=p=1 (lingresso, 1 uscita)
- Sistema multivariabile (MIMO)
se m#=1 eo pz#= 1 (pitingressi e/o pil uscite)

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 73

Sistemi dinamici a tempo discreto

u(k) y(k)
E—> S — kEZ

{ x(k+ 1) = fle(k),u(k), k]
y(k) = glz(k), u(k), k]

Parte 2, 74
Esempio 5)
“Le spese nell’anno k
sono proporzionali al
eddito nell’ anno k”
reddl y(k) = a-u(k)

Non dinamico

Non é necessaria l'introduzione <£|
di variabili di stato

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

z(k) € R" stato
u(k) e R™ ingresso
y(k) e RP uscita
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 75
Esempio 6)

“le scorte di magazzino  S(k+1) = s(k)+q(k) —v(k)
del prossimo mese sono

proporzionali alle scorte z(k) = s(k)
attuali, alla  quantita . T
prodotta e venduta nel up(k) = q(k) u2(k) = v(k)
mese attuale”
y(k) = z=(k)
- Primo ordine
- MIMO
- Stazionario { ok + 1) = a(k) + ui (k) — uo(k) = f(a(k),u(k))
St proprio | |y (k) = (k) = g(a(k))
- Lineare
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 76

Rappresentazione di stato

u(k) y(k)
> S > keZ

(k4 1) = f(x(k),ulk), k)
y(k) = g(z(k), u(k), k)

xz e R" stato

ue R™ ingresso

y € RP uscita

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 77

Scelta delle variabili di stato

- Criteri?

- La scelta & univoca?

- L'ordine & fissato?

Cfr. le considerazioni fatte per le variabili di
stato dei sistemi dinamici a tempo continuo

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 78
Un criterio “ingegneristico”

Variabili di stato <:> Grandezze gsspciate
ad accumuli di ...

Cfr. le considerazioni fatte per le variabili di
stato dei sistemi dinamici a tempo continuo

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 79

Un criterio "matematico”

Supponiamo di aver ricavato un’eq. alle differenze di ordine =«

y(k) = fu(k), y(k = 1), y(k = 2), ..., y(k —n))

Associamo ai valori passati della successione incognita {y(k)}
le variabili di stato (77 per la precisione) nel modo seguente

z1(k) = ylk—n)
xo(k) = ylk—n+1)
x3(k) = ylk—n-+2)
xn(k) = ylk—1)
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 80

Utilizzando le variabili di stato appena definite & possibile scrivere

x1(k—+ 1) = x2(k)
;I‘.Q(L"-[“ 1:] = I‘3(k)
x3(k+ 1) = wxa(k)

an—1(k+1) = an(k)

za(k 4+ 1) = flr1(k), xa(k), ..., za(k),u(k))
y(k) = f(x1(k), ea(k), ..., zn(k), u(k))

20



Parte 2, 81
Esempio

Si abbia I'eq. alle differenze di ordine 3

w(k) = 3wk - 1)+ 2wk - 2) —w(k—3) = 6ulk)

Ponendo @1 e z1(k) ;= w(k - 3)
ri= | 2
.‘1.‘3 1:2(};-) = u.‘(k' == 2)

z3(k) (= wlk—1)
ri(k 4+ 1) = (k)
xalk 4+ 1) = x3(k)
z3(k + 1) = 3a3(k) — 202(k) + a1 (k) + 6ulk)

y(k) = 3xz(k) — 2xa(k) + c1 (k) + 6ulk)

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 2, 82

Proviamo a risolvere I'eq. alle differenze a partire dall'istante k=0,
con condizioni iniziali

w(—1)=w(-2)=w(-3)=0

e come segnale {u(k)} utilizziamo un gradino unitario
(sempre applicato a partire dall'istante k=0).

La sequenza {w(k)} allora &

{w(k)} = {6.24,66,162,...}

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 2, 83

Proviamo a risolvere in modo ricorsivo I'eq. alle differenze
utilizzando le equazioni di stato con condizioni iniziali

x(0) = ;z% — g Per come abbiamo definito le variabili di
3(0) a stato, i valori all’ istante k=0 di xi, x; €
+3 X3 coincidono con i valori w(-1), w(-2),

w(-3) della sequenza {w(k)}.

wpld b L) = xald)

J L= ealk)

walk + 1) = Beglh) — 2ralk) + e (k) + Gifk)

{6 . () + Suik)

z1(1) =x3(0) =0
w2(1) = x3(0) =0

x3(1) = 323(0) — 225(0) + 21(0) + 6u(0} =6

pld = Frai)

per k=20
y(0) = 3w3(0) — 222(0) 4 #1(0) + 6uf0) =6

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Mm(2y=m(1l)=0 Parte 2, 84

(2} = w3(1) =6

per k=1
2302y =3w3(1) - 203(1) + &1 (1) + 6u{l) =24
(1) = 32301) — 2oa(1) 4+ 2y (1) 4 bu(l) = 24
{3 =mi2) =8
per k=2 (3] = a3(2) = 24
r4(3) = 3(2) - Tea(2) +01(2) + 6u(2) = 66
(2} = 3wa(2) — 202(2) + 71 (2) + Gu(2) = 66
71(4) = a(3) = 24
#ald) = ra(3) = 66
per k=3

w4y = 3e4(3) - 2e2(3) 4+ 21(3) + 6u(3) = 162

w(3) = 3r3(3) — 2e2(3) 4+ 0y (3) + 6ul3)} = 162
71 (8) = ma4) =66
wol5) = rafd) = 162

per k=4
w3053 = 3az(4) - 2xa(4) 4 =1 (4) + 6u{4) =414

wiA) = 3x304) — 2ra(4) + 1y(4) 4 Huld) = 414
Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini
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Parte 2, 85

Rappresentazioni di stato equivalenti

u € R™

{ x(k+1) = f(x(k),u(k).k) L cpn
y(k) = g(z(k),u(k), k) y €RP

i=Twz, &€R"TecR"™, det(T)#0

4

Gk 4 1) = Te(k + 1) = TH(T 15 (k), uk), k)
#(k+1) =: f(@(k),u(k), k)

y(k) = g(T~12(k), u(k), k) =: (& (k), u(k), k)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 87

Calcolo del Movimento

Due passi:

a) soluzione eq. distato mmE) x(k),k > kg

b) Sostituzione di @, u m=) y(k) k> ko
nella trasformazione d’uscita N

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 86
Movimento dello stato e dell'uscita
(k4 1) = f(x(k),u(k), k)
y(k) = g(z(k), w(k), k) Movimento dello stato
—
ko x(k), k > kg
u(k), k > kg )
(ko) y(k), k = ko
a—l
Movimento dell’uscita
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 88
Osservazione importante:
Per sistemi stazionari € lecito assumere
ko == O
senza ledere la generalita
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 89

Esempio
Vogliamo determinare il movimento dello stato per il sistema
(k4 1) = (k) + ug (k) — ua(k)
{ y(k) = x(k)
supponendo che
up(k) = 5-1(k) xzg = 10

us(k) = 0.581(k)

Utilizzo la Z-Trasformata!

2[X(2) —2(0)] = X(2) 4+ U1(2) — Ua(2)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 90

102(z —1)(2 — 0.5) 4+ 52(z — 0.5) — z(=z — 1)
(z—1)2(z—-0.5)

!

2(2022 - 2224 7)
(z—1)2(22—1)

|

#(k) = [8—1—51.:4—2 (;ﬂ 10k)

X(z) =

X(z) =

Il movimento dell” uscita coincide con quello dello stato.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 91

Equilibrio (sistemi stazionari)

{ z(k+ 1) = f(z(k),u(k))
y(k) = g(z(k), u(k))

w(k) =i,k >0

- Stato di equilibrio

=

|l> movimento costante di (k) con wu(k) =@
- Gli stati di equilibrio si trovano tutti al variare di i € R"*
- Uscita di equilibrio 4

|l> movimento costante di y(k) con w(k) = @

=

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 92

Calcolo dell’ equilibrio

- Risolvere |" equazione algebrica
T=f(z,u) ) I

- Sostituire T, # nella trasformazione d’ uscita

|l{> y=g(z,u)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 93
Esempio 6) Consideriamo ancora il sistema lineare MIMO
w(k + 1) = z(k) + w1(k) — uz(k)
{ y(k) = =(k)

Se succede che: _ —

Parte 2, 94

Esempio 7) Consideriamo il sistema SISO non lineare

210k +1) = 21(k) + a1 — By (k) (K)+
—vyx1(k)xa(k) + u(k)

uw] = uUp
allora Jocxr docy
In particolare z = z(0)
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 95
Analogamente al caso dei Sistemi dinamici a
sistemi dinamici a tempo R
continuo tempo discreto
w(h 4+ 1) = flr(k), u(k), k)
wlk) = g(a(k), ulk), k)
Sistemi dinamici a tempo ) o
discreto che ammettono Sistemi dinamici
equazioni di stato - lineari
- stazionari
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Qaz(k+1) = xza(k) —dx2(k) + nay(k)xa(k)
y(k) = az(k)
\ ) 0 1
B = | @) = g
t =0 o) :
= = i
T(3) = ” (1 _,%_A)
- 0
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 96

Sistemi lineari stazionari SISO
z1(k+1) = ay1x1(k) + ayoaa(k) + - - - + arpon(k) + brul(k)

zp(k+1) = arfliltl('{i‘) + apoxo(k) + -+ + apnenlk) + bpulk)
y(k) = 11 (k) + coxa (k) + - -« + cnen (k) 4+ du(k)

— 7
—~

Combinazioni lineari di variabili di stato e del controllo

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 97

Sistemi lineari stazionari SISO

aijp v aiy by
A= T ; }n B=| : 7
pl "+ Qnn b ]
| — —
7 1
(T={61 ('-;:.}1 IJZ(!E”{
H_)
mn
z € R"
&> x(k+1) = Az(k) + Bu(k) “SF' (4 B.C.D)
y(k) = Cax(k) + Du(k) vER
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 98

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

u(k) =1,k >0

x(k+ 1) = Az(k) 4+ Bu(k)
kY = GElk) +-DHE)

|l> = Az + Bu .
(I — Az = Bu
det(I — A)=0

det( — A) #0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 99

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

det(/ - A)# 0mm)p 7= (- A)1Bi mmm) 37 unico

E;> F=Ci+Du=C(-A)"'Bu+ Du

=|lcu-A)"1B+D|a
o )

- ~— -
1
S > Guadagno statico
ulk) =1u y(k) =y = pu
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 100

Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

deor dooy

det(i—A)=O<
Az Ay

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 101

Movimento (caso scalare- n=1 )

{ x(k+1) = az(k) + bu(k) =(0) =g
y(k) = ca(k) + du(k) uw(k),k >0

= —
|l> w(k) = ak w(0) 4+ Z ki1 bu(i)
i=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 102

Cenno di dimostrazione:

Per semplice sostituzione, partendo da ~ #(0) = g
Ricordiamo: (k4 1) = az(k) + bu(k)

Quindi:
2(1) = ax(0) + bu(0)
2(2) = ax(1) +bu(1) = a22(0) 4 abu(0) +bu(1)
2(3) = --- = a32(0) 4 a2bu(0) + abu(1) + bu(2)

k-1
x(k) = a* «(0) + Z a1 bu(i)
i=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 103
... con le Z-trasformate:

Z{x(k+ 1)} = Z {ax(k) + bu(k)}
|-|:> % zX(2)—zz(0) = aX(z) + bU(2)
(z—a)X(z) =22(0) + bU(z)

|l> X(z)= F

usando la proprieta  Z[f(k) * g(k)] = F(z) - G(z)

B ~2(0) + %U(;)

e la trasformata notevole  Z[a*1(k)] =

22—

k-1
z! |1-> 2(k) = 274X (@)} =)+ ¥ & Lhu(i). k>0
i=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 104

Movimento (caso generale- n>1 )

{ x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k) z(0) = ag
y(k) = Ca(k) + Du(k) u(k),k >0

k-1
|l> z(k) = Afzo+ Y A1 Bu(i)

— Y j=p Y
wxl

ST | axm wxllxl

Lo si confronti con I" analogo risultato per i sistemi
dinamici lineari tempo-invarianti a tempo continuo

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 105

Movimento dello stato

k-1
a(k) = AFaq+ Y AL Bu(i)
i=0
ﬁ_} - _—

(k) x5 (k)

w(k) = (k) + x (k)

DA

Movimento libero: dipende da *o

Movimento forzato: dipende
linearmente

da u(k) linearmente

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 2, 107
Principio di sovrapp. degli effetti
I’
Tp ’ ’
(k). y'(k), k=0
LK)k > 0 } mp o'(K),y'(k), k>
.’L’”
¢ mmp "(k),y"(k), k>0
w'(k). k>0 } (k2
. 5, L Bl f e
o =@t +®.g } 2(k) = ax'(k) + 82"(k)
u(k) = @' (k) +3"(k), k > 0 y(k) = ay' (k) + 3y" (k)
Nota: la proprieta vale anche per sistemi non stazionari purché lineari.
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 106
Movimento dell’uscita
k-1 .
y(k) = CA*ag+C Y AR Bu(i) + Du(k)
i=0
— —~
(k) yr(k)
|l> y(k) = yi(k) + yp(k)
Movimento libero: dipende da =g Movimento forzato: dipende

linearmente da u(k) linearmente

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 2, 108
Sistemi lineari stazionari MIMO
a1l '+ Qin E}11 e blm
A= LT n B = : : H n
apl "+ Qnpn bn1 ¢+ bam
T 1
€11 *** Cln d11 -+ dim
0= : : : P D= : i : p
€pl "' Cpn dp1 o+ dpm
—_— —_—
n n
w(k+1) = Ax(k Bu(k z € R" ,
&> (k+1) = Aa(k) + Bu(k) =B\ b oy
y(k) = Cx(k) + Du(k) y € RP
Le formule valide nel caso SISO si applicano con ovvi cambiamenti.
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Parte 2, 109

Rappresentazioni di stato equivalenti

{ z(k+1) = Az(k) + Bu(k) = T e R"*", det(T) # 0

y(k) = Cax(k) + Du(k) G=Te 2=T"13

E
2k + 1) = T(Ax(k) + Bu(k)) = TAT1E(k) + T Bu(k)
y(k) = CT 12(k) + Du(k) i ‘_};
— - ’

L “ P
w(k+1) = Ax(k) + Bu(k) #(k+1) = A7 (k) + Bu(k)
WA == a8 - TR = y(k) = Ca(k) + Du(k)
Notazione: (‘f.l._ B’ C,‘! D) o (}f_i, B! C'. D)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 110

Esercizio “per casa”

Considerare due descrizioni in equazioni di stato equivalenti per un sistema
dinamico lineare a tempo discreto

(4,B,C,D)~({A4,8,C,D)

Mostrare che:
- se det(l — A) = 0 il guadagno statico /¢ non cambia

-se #g=Txg il movimento ¥(k) non cambia

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 111
Linearizzazione
Idea di base: vogliamo studiare il comportamento di un sistema

dinamico a tempo discreto, non lineare, nell’intorno di una condizione
d’ equilibrio, descritta da

uk) =8,k >0
ek+1) = f@k)ulk)
{ u(k) = glz(k), u(k) F I
y=g(z,u)

=

y(x) =~ y(Z) + f2(Z)(z — T)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 112

Definiamo gli scostamenti rispetto all’ equilibrio:

du(k) :=wulk)—u w(k) = du(k) + u
dx(k) =x(k) -7 :> (k) =0dx(k)+ 2z

|l:> w(k+1) = T+ Sx(k+1) = f(@+02(k), T+su(k))

TA G2(k4+1) = f(ZA)+ fo(Z, ©0)0x (k) fu(T, w)dulk)

= ¥ (equilibric)

|1> da(k + 1) = fo(z,0)dx(k) + fu(Z, @)du(k)

X X o
A B
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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dove evidentemente:

Parte 2, 113

Parte 2, 114

Vediamo la trasformazione d’ uscita:

Sy(k) = y(k) — 7 ) y(k) =dy(k) +7

L y(o) = 54 6u(k) = 97 + S0 k), T + bu(i))

~ g(ﬂ—_-/;a(q- G BE) - GulE, D)

ll%y(m ~ g0(&, @)da(k) + gu(F, §)du(k)
pRn P

c D

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

o a0 3
ofy o1
diq dan
fo(E ) = | : =
dfn dfn
drq Ay I )
- Y _
T
df1 af1 )
duq i
f‘u (;l-'. 'U,) = . : : r
d T () n
duq dum |75 )
- ~ —
m
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 2, 115
dove:
g1 da; )
drq dxy,
g‘;-(;‘f, :I'E) = H : > P
dap dgp
diaq den |75 )
- Y _
T
- - 3
991 g,
(‘jﬁl du,
gu(@ @) = | i : \
dgp Igp
fju.l Hum Fi )
- ~ —
m
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 2, 116

Sistema linearizzato:

{ x(k+1) = f(z(k), u(k))
y(k) = g(a(k), u(k))

|l:> ba(k + 1) = fo(Z, u)da(k) + fu(Z, w)du(k)

¢=f(z,u) mmp 7

A B
Sy(k) = go (7, 0)ox(k) + gu(Z. @)du(k)
— —
c D
dx(k+ 1) = Adx(k) + Bou(k) =eR"
u e R™
SCK) = CBE(R) £ DEu(k) o o

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini




Parte 2, 117
Esempio Consideriamo ancora il sistema SISO non lineare
w(k41) = wq(k) +all - Feg(k))e (B)+
iy (e (k) 4 u(k)
rolk—+1) = xalk) — dxa(k) + e (k) ea(k)
(k) = wak) 0 _ i
T = "*‘(2) = A
(1) 0 0
=0 =)
A
il

T3y = a (1 ) .uf_ﬁ)
o "f

Determiniamo le espressioni dei sistemi linearizzati in
corrispondenza dell’ ingresso e degli stato d’equilibrio
considerati.

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 2, 118

Quindi:
on on
EED =50 on| =
dry) drg i
_ | A +4+a-2afz; —yx2) —yry
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Poi (tutte queste quantita non dipendono dallo stato di eq.): Parte,120
af
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