Parte 3,1

Stabilita

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 3

Stabilita: il caso dei sistemi
dinamici a tempo continuo

Prof. Thomas Parisini F idi

Stabilita:

- del movimento (ved i preso nel programma)
mm) - dell'equilibrio

- del sistema (solo sistemi lineari)

Analizzeremo  separatamente
sistemi a tempo continuo e
sistemi a tempo discreto.

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 4

Stabilita dell’equilibrio

{w:f((w,u)) 0= f(z,ua) wmmp 7=
Yy=g9z,u
Stato equilibrio associato
all"ingresso

Consideriamo ora una perturbazione dello stato iniziale (di equilibrio):

u(t) =u,t >0
) z(t) #z,t>0
z(0) =z + 6%

Movimento perturbato dello stato

Prof. Thomas Parisini F i di



Parte 3,5

Definizione: stabilita dell’equilibrio

T e stato di equilibrio stabile se:

Ve >0 3§(e) >0 tale che
Vx(0): ||0Z]| < d(e) mmmp |z(t) —Z| <&, VE>O0

Prof. Thomas Parisini idi

Parte 3, 7

Definizione: instabilita dell’equilibrio

T e stato di equilibrio instabile se non e" stabile

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3,6

Definizione: stabilita asintotica dell’equilibrio

I e stato di equilibrio asintoticamente stabile se:
a) e" stabile cioe” se:
Ve >0 36(e) >0 tale che
Vz(0): [|6Z]| < 5(c) mmmhp ||z(t) —F| <e, Vi >0
b)

Jim [la(®) = 7 = 0

Prof. Thomas Parisini idi

Parte 3, 8
Stabilita dell’equilibrio: interpret. grafica
f(@,u) =0
*2 z = (21,72) ,*2

o ‘\/,'\ ] g G

.. /,/’.\ raggio d(¢) o~ .

- < i o
raggio €

Stabilita Asintotica Stabilita
Prof. Thomas Parisini F i di




Parte 3, 9

Esempio
u(t) =u=20
| ] M
Mg
M
Mg
Stabile (asintotic. stabile se c'é attrito) Instabile
Prof. Thomas Parisini idi

Parte 3, 11

Stabilita nei sistemi lineari stazionari

z = Ax + Bu
y=Czx+ Du

a) In condizioni di equilibrio

z(0) =1z
u(t) =u,t >0

1
b 2(t) = Atz +/O AT Badr =7, Vit > 0

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 10
m-gw Y
Stabilita:
- del movimento (ved i preso nel programma)

- dell’equilibrio

‘ - del sistema (solo sistemi lineari)

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 12

b) In condizioni di perturbazione dello stato di equilibrio
z(0) = & + 67
u(t) =u,t >0

) z(t) #z,t >0

Movimento perturbato dello stato

b z(t) = (7 + 67) + /0 ' AT Bar

Ricordiamo:

z(t) = eAtz(0)

Prof. Thomas Parisini F i di



Parte 3, 13

Parte 3, 14
instabili

Quindi riassumendo:

- la stabilita non dipende dal particolare valore assunto da T

b la stabilita non & una caratteristica dello stato di equilibrio ma
del sistema nella sua globalita
Asintoticamente stabili

- la stabilita dipende da eAt :

- semplicemente stabili

- stabilita =)
- al limite di stabilita
- stabili ma non asintoticamente

e elimitata V¢ >0
s ; At _
- as. stabilita =) "JQO e =0

- instabilita ) eAt diverge
Prof. Thomas Parisini

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 15 Parte 3, 16
Proprieta dei sistemi as. stabili: Proprieta dei sistemi as. stabili:
1. spostato dall’equilibrio, tende a tornarci 3.
2. fissato 7z, T e unico

il movimento dipende asintoticamente solo da u(t)

asintotica stabilita’  HEp

z(t) = 2it) + =5 (1)
Z unico 4mm) det(A) # 0 0
-se u(t) =0 alora |im x(t) = 0; lim y(t) =0, Vaq
t—o0 t—o00
Se per assurdo, fissato % , 3, &, CONZ 7 I si avrebbe la situazione:
_ (®)
i u(t) = qualsiasi 0<t<t “
“e o t>7
T
. —

T t
allora
Prof. Thomas Parisini

lim z(t) = 0; lim y(t) =0, Yxqo
t—o00 t—o00

Prof. Thomas Parisini




Parte 3,17

Proprieta dei sistemi as. stabili:

0 t<o0 0
<
4. se u(t)={6t>0 7

allora l'uscita  y(t) tendea

Prof. Thomas Parisini i di

ATTENZIONE!!!

Asintotica stabilita

Stabilita BIBO

(solo sotto opportune ipotesi)

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 18

Proprieta dei sistemi as. stabili:
5. se u(t) & limitato mm)  y(t) elimitata

lu®)|| < K,Vt>0 mmp IH:|y(t)| <H,Vt>0

u(t) y(t)

Stabilita esterna — BIBO (bounded input bounded output)

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 20

Stabilita dei sistemi lineari a tempo continuo:
riassumendo

- stabilita 4=m)  Movimento libero limitato

- asintotica stabilita “ Movimento libero convergente a 0

- instabilita 4=m)  Movimento libero divergente

z(t) = eAz(0)

b Le proprieta di stabilita sono determinate dal comportamento nel
tempo della matrice At

Prof. Thomas Parisini F i di



Esempio (»n=1)
eat a scalare

a<O0

a<0

111

a>0

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 21

- stabilita”

- asintotica stabilita”

- instabilita’

(1C) A diagonale

sy -+ O

A=

0 - sp
Cslt

L A=

0

Parte 3, 23

81,825---58n
Autovalori di A

0

eSnt

La matrice eAt e'una matrice 70 X T di funzioni del tempo

contenenti i termini esit

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 22
Caso generale: studio di e
(1) A diagonale
(2) A con autovalori reali distinti
(3) A con autovalori complessi distinti
(4) A con autovalori multipli
A diagonalizzabile A non diagonalizzabile
b vedi casi (2) e (3) b Forma di Jordan
Prof. Thomas Parisini i di
Parte 3, 24
(1C) A diagonale
$; <0, Vi ) - stabilita’
s <0, Vi “ - asintotica stabilita®
Jits; >0 4mm) - instabilita”
Prof. Thomas Parisini i di




Parte 3, 25

(2C) A con autovalori reali distinti

§1,82,...,8n S1FES2F - F sn
Autovalori di A
s1 - O
A= MAM? A= .
0 cee 8p

b eAt=I+At—|—%A2t2+'~~

MM =1

=T+ MAM 1t+ %(MAM‘lt)(MAM‘lt) 4+

=M(I+A”t+%(A~t)2+».-)M*1

= Myl

L

it

/| contiene i termini €%
esit ... 0

At = £r M1
0 eSnt

Prof. Thomas Parisini

Autovettori:

Av = s1v v:[

idi

Parte 3, 27

vy
v2

.

s1

v2

b)) -4 ] ey

—2v1 + 5y = vy

(per esempio}
L vy =20, map o) = [ﬂ

_ Kl —2v1 + 6vy = 23
=2 [ ]-{ —2v1 + 5vp = 2vp

(per esempio)

3
L ")125"72 -v(2)=[3]

Prof. Thomas Parisini

idi

Prof. Thomas Parisini

Esempio

T = —2x1 + 629
o = —2x1 + 5xo

Autovalori:

pa(s) = det(sI — A) = det [

Parte 3, 26

s+2 -6

5 S75]=(s—|—2)(s—5)—i-12

=s2-3s+2=(s—2)(s—1)

L s1=1, so =2

Prof. Thomas Parisini

Diagonalizzazione:

M= [o® @] = [ 2

b A:M—lAMz[

3

12

|

2

-1

i di

Parte 3, 28

= =] ]3]

HIEHIEIRE]




Parte 3, 29

Calcolo di et

- t
M= MMMt =M [ o e‘;t ] Mt

=123]1e &)1 2 3

[ 4et —3e2t —Bet + 6e2t
T | 2et —2e2t 3¢t 4 462t

b Instabile perche” almeno un elemento (tutti in questo caso) di

eAt diverge

Prof. Thomas Parisini idi

yelotiot 4 5elo—jw)t
= ~e! [cos(wt) + jsin(wt)] + 7€t [cos(wt) — j sin(wt)]
= €7 [(y 4+ 7) cos(wt) + j(v — 7) sin(wt)]

= et [2a.cos(wt) + 5 (j28) sin(wt)]
= 2[a cos(wt) — Bsin(wt)]

limitata V¢ > 0

Questo e’ il termine responsabile della
convergenza/divergenza nel tempo

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 30

(3C) A con autovalori complessi distinti

Consideriamoilcaso n =2 : 81 =0+ jw, 82 =0 — jw

Autovalori di A
b eAt contiene termini del tipo:
yeloTiwlt 4 5e(o—jw)t

dove

y=a+js;, y=a-jB

Prof. Thomas Parisini idi

Parte 3, 32

Quindi:

Re(s;) <0,Vi <mm)  -stabilita’
Re(s;) <0,V 4mmp  -asintotica stabilita’

Ji: Re(s;) >0 4mm)  -instabilita’

Prof. Thomas Parisini F i di



Esempio 1:

Parte 3, 33
(4C) A con autovalori multipli
_ |0 — e —
A_[Oa] §1 =8y =«
A e diagonale (quindi evidentemente diagonalizzabile!)
et 0
L eAt = |: 0 eat:|
at

contiene termini del tipo e

idi

Prof. Thomas Parisini

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 35

10 a 1 a2 2q]t?
01]""[0(1]“'[0 a2}5+'”
ok kak—11tk

+[5 e ]n

e

eat

+
et ¢ + at? 4+ 4 ak-1 tk + ..
[ o DI

el oot ]

\ contiene termini del tipo %, te™

Parte 3, 34

(4C) A con autovalori multipli

Esempio 2:

Proviamo a fare il calcolo diretto:

At:I+At+%A2t2+“'

Prof. Thomas Parisini

Prof. Thomas Parisini

s]=sp =«

A non e’ diagonalizzabile!

2 2q A3 = a3 3a?

0 o2 0 a3
Ak k k:ock_l
0 ak
i di
Parte 3, 36

a=20 ” - instabilita

a<0 ¢mm) - asintotica stabilita®

a>0 ) - instabilita”




Parte 3, 37

Generalizzando:

- autovalori multipli con molteplicita® v/

- non diagonalizzabile

b eAt contiene termini del tipo

esit, thesit p=1,2,...,v—1

Prof. Thomas Parisini i di
k st Parte 3, 39
Studio qualitativo del termine {"e
a) seR
5<0 s=0 >0
1l et 1(t) o
1p— “
k=0 t 1
t ‘ t

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 38
In sintesi:
Data la matrice A
) ) ) At - )
gli elementi della matrice e contengono termini del tipo
tkest
dove:
seC
keN
Prof. Thomas Parisini i di
k st Parte 3, 40
Studio qualitativo del termine {"e
b) s€C, s1 =04 jw, so =0 — jw
c<0 oc=20 c>0

eot

et cos(wt + ¢) cos(wt+9)

et cos(wt + ¢)
({”, .

’,
\,,

Prof. Thomas Parisini

10



Quindi si dimostrano i seguenti:

Teorema 1C

Re(s;) <0,Vi 4mm)  asintotica stabilita’

Teorema 2C

Ji:Re(s;) >0 mm)  instabilita’

Parte 3, 41

Prof. Thomas Parisini

Rappresentazione grafica:

Im(s)

Regione di asintotica stabilita”

Re(s)

Parte 3, 43

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 42

Caso critico:

Re(s;) <0, Vi

mm)  non asintoticamente stabile

Ji: Re(s;)) =0

- autovalori con Re(s;) =0

distinti

- autovaloricon Re(s;) =0
multipli

Prof. Thomas Parisini

‘ Stabile ma non asintoticamente

' Stabile ma non asintoticamente
?

N

Instabile

Parte 3, 44

Altri criteri di stabilita’

Criteri che non richiedono il calcolo degli autovalori:

mmm) - basati sullo studio di A

- basati sullo studio di

Prof. Thomas Parisini

@(s) = det(sI — A) = pos™ + 15" L+ -+ pu_15+ on

ell



- Criterio 1

Se A e’ triangolare

L,

a;; <0, Vi )

asintotica stabilita”

Parte 3, 45

Prof. Thomas Parisini

- Criterio 3

i di

Parte 3, 47

asintotica stabilita mmm) det(A) #0
Per dimostrare questo criterio basta ricordare:
n
det (A) := H S;
i=1
| i di

Prof. Thomas Parisini

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 46
- Criterio 2
asintotica stabilita mm)  tr(A) <O
tr(4) >0 mmm)  instabilita’
Per dimostrare questo criterio basta ricordare:
n n n
tr(d) =Y az=> s, = Z Re (s;)
i=1 i=1 i=1
i di
Parte 3, 48

Altri criteri di stabilita’

Criteri che non richiedono il calcolo degli autovalori:

- basati sullo studio di A

‘ - basati sullo studio di

Prof. Thomas Parisini

@(s) = det(sI — A) = pos™ + 15" L+ -+ pu_15+ on

°12



- Criterio4 n=2

Parte 3, 49

asintotica stabilita’ s Re(s;) <0,i=1,2 dmm) {po, 01,02}

Dimostrazione:

# 0 e concordi

0052 + 15+ 02 = po(s — 51)(s — 52)

__p2
5182 = —
¥0

31+32=—%

Prof. Thomas Parisini

Esempi

o(s) =3+ 352+ 2s
e(s)=s>+2s4+5
up(s)=s3+55272s+4

<p(s)=s3+532+23+4

idi

Parte 3, 51

non asintoticamente stabile

non asintoticamente stabile

non asintoticamente stabile

??

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 50

- Criterio 5 n generico

asintotica stabilita’ 4mms)  Re(s;) <O0,Vi mmmhp {p;i=1,...,n}
# 0 e concordi

Dimostrazione (con s; reali):

$; < 0,Vi ‘ il polinomio ¢(s) = ¢o(s —s1)(s —s2) -+ (s — sn)

ha tutti i coefficienti positivi

Prof. Thomas Parisini idi

Parte 3, 52
Tabella di Routh
Dato  ¢(s) = pos™ + 015" L+ -+ 9 15+ on
1 Yol P2 pa
2 v1| 3 ¥5
H : : : al massimo

Z—2 hll hQ’ h:3 7:];;1:
i—1 L’ﬁ ko)l kg -
i W) s
(nrpoe [l i) Corieeein ]
zj=—kidet[h1 hi+1}

1 k1 ki1

Prof. Thomas Parisini F i di

°13



Parte 3,53
- Criterio 6 (di Routh)

Re(si-1) <0,Vi>1 () {r;}
# 0 e concordi

- Criterio 7 (di Routh-Hurwitz)

Se e” possibile completare la tabella di Routh (n+1 righe), allora il numero di
radici con parte reale positiva € pari al numero di cambiamenti di segno nella
prima colonna della tabella di Routh ed il numero di radici con parte reale
negativa e’ pari al numero di permanenze di segno nella prima colonna della
tabella di Routh.

o o No cambiamenti di segno nella
b asintotica stabilita’ s prima colonna dalla tabella

completa
Prof. Thomas Parisini idi
Parte 3, 55
Esempio 1
p(s) =s3+552+2s+4

1 112 0

2,154 0

3 |la|O0 O

4 |B/0 0

™9 4 (12]_s

a= 5 det 5 4| 5 segni concordi nella colonna 7°4

b asintotica stabilita”
ﬂ:——det[5 4] =4
0

Prof. Thomas Parisini F i di

Parte 3, 54
Verifica n=2
©(s) = pos® + p15+ @2
1 ¢o 2 O
2 |¢1 O O
3 a 0 O
a=—lget| 0 2| —p) o
%1 ¢1 O )
Prof. Thomas Parisini i di
Parte 3, 56
Esempio 2
o(s) =s*+23+452+9s+6
41 1
9|7 2
9| _
6 ] =33

@ Due cambiamenti di segno

nella colonna 7°'5

b instabilita”

Prof. Thomas Parisini F i di

°14



Parte 3, 57

Esempio 3

o(s) =s*+ 653+ 112 +6s+ K

Se K>0 e K<10

b no cambiamenti di segno
nella colonna 7'

L asintotica stabilita”

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 59

a) k>0,h>0

Re(s;) <0,i=1,2

—

Asintoticamente stabile

b) k>0, h=0
k .k
tp(s)=32+ﬁ ‘ sl,inj\/%

Re(s;) =0,i=1,2

—

Stabile (non asintoticamente)

Prof. Thomas Parisini

) Fe = kx
Esempio 4 F, = ha
y(t) T1 =12
Fu o= =gy
—_— = M
o y=x1
o s o
Fe :
«=[3]-|
T2
0 1
=5 ]
M M

s -1
b <p(s)=det(sI—A)=det[% st ]

Prof. Thomas Parisini

h
M

Parte 3, 58

h k
— 24"
=s +Ms+M dove M >0,k>0, h>0

c) k=0,h>0

h h
Lp(s)252+ﬁs ‘ s1=0; sp=——

Re (81) =0

z(0) = [

Prof. Thomas Parisini

10
20

|

M

—

h
25(t) = zpge M — 0
t— oo

. _hy
T = xpp0e M

i di

Stabile (non asintoticamente)

t h
b z1(t) =210+ 120/0 e MTdr

M h
=T10— 1?20? (e_Wlt — 1)

M
— 10 + 220

t — oo

h

Parte 3, 60

idi

e15



Parte 3, 61

d) k=0 h=0

A= [ 8 (]i ] ‘ Instabile

\

& = @2(t) =220, Vi
{2 -

z1(t) = 210 + z20t

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 63

Stabilita dell’equilibrio nei sistemi non lineari

Per sistemi non lineari la stabilita® dell'equilibrio € una proprieta’locale

L DOMANDA: e possibile studiare la stabilita™ dell'equilibrio analizzando le
proprieta’ di stabilita” del sistema lineare ottenuto per linearizzazione
intorno a tale stato di equilibrio?

RISPOSTA: si!!!

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 62

Stabilita " dell’equilibrio nei sistemi non lineari

{"Jb:f(w’“) 0= f(z,u) wmmp 3z
y = g(x,u)

Stato equilibrio associato

all"ingresso @
Perturbazione dello stato iniziale (di equilibrio):

u(t) =u,t >0

2(0) = 7 + 6% —) a(t) # 7,6 > 0

Movimento perturbato dello stato
z(t)

= —

Prof. Thomas Parisini i di

81

Parte 3, 64

Sistema linearizzato:

{ib:f(“%“) 0= f(z,0) wemhp 7
y = g(z,u)

6 = fo(Z,0)0z + fu(Z, 7)ou
Juh

-
A B
0y = go(Z,u)0x + gu(Z,u)du
C D
P — A reRN si;t=1,...,n
{ z : Cm -|+: gu u € RM autovalori di
Y=RET A yew A= fo(z,7)
Prof. Thomas Parisini F i di
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Parte 3, 65

Quindi si dimostrano i seguenti:

Teorema 1

Re(s;) < 0, Vi )

81

Stato di eq. asintoticamente stabile
Teorema 2

Ji:Re(s;) >0 mmm)p T Statodieq. instabile

Prof. Thomas Parisini i di
Parte 3, 67
Esemplo 1 Ponendo
zy =1 — x1
C=u {12;={9 e T |:$2:|
b T =2
Ty = —MjL sin(zl) - %:EQ =+ Ll]u
M y=x1
Mgsin(9)

u() =a=0 =)

= —# sin(z1)

- paitl

Prof. Thomas Parisini F idi

Caso critico:

Re (s;) <0, Vi

Ji: Re(s;)) =0

Parte 3, 66

81

stato di eq. asintoticamente stabile

stato di eq. stabile

mn

81

stato di eq. instabile

Prof. Thomas Parisini

- analisi di stabilita dello statodieq. T — |: 0

:| Parte 3, 68

o 0 1
fz(Z, 1) = 8zl 3z2 _{ MgL h}
30% ﬂg T4 —ycos(z1) —; z,1
0 1 _
=[_M9£ _@]=A
J J
_ I h MgL _ o>  h MgL
b w(s) = det(sl A)—s(s+J)+—J =524 st —
E>O,M>0 mm) Re(s;) <0,i=1,2

J J

I stato di eq. asintoticamente stabile d

Prof. Thomas Parisini

o17



- analisi di stabilita" dello stato dieq. T

Parte 3, 69
g
5]

[2) o)
fo(@,u) = [%fl %} ={ MQLO 1h:|
dr1 Ozp 7,4 T COS(.’K]_) “Jlza

0 1 .
et 3]
b p(s) = det(sI — A) =s<s+§>@%=sz+§s@/lji

MgL
§>0,—Jg >0 =) Re(s1) >0

T stato di eq. instabile J

Prof. Thomas Parisini

idi

Parte 3, 71
- Linearizzazione
0, 0,
_ o 53%3‘%]2‘ zou+1 z1u
f2(Z,u) = g& P 0 1
1 Ox2 Izg T
| Tou+1 zqu| _ |1 9
- 0 -1 ] |0 -1
- Stabilita”
s1=1 ) T statodieq. instabile
82271

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 70
Esempio 2

{a’clzzlmgu—l-xl—u

Ty = —xp u(t)
y=o2— 2

u

3

- Equilibrio

0=3z120+21 -3 - _ 13 -
{O:—a)z —) :13—|:0:|, y=9

Prof. Thomas Parisini

i di

Parte 3, 72

Stabilita: il caso dei sistemi
dinamici a tempo discreto

Prof. Thomas Parisini

°18



Parte 3,74

Parte 3,73
Stabilita dell’equilibrio
Stabilita: (k1) = Fak), u(k))
x = T U _ —
Le definizioni delle proprieta di stabilita per i sistemi dinamici a { y(k) = g(z(k), u(k)) r = f(z,u) w==p 7
Stato d'equilibrio associato

tempo discreto sono analoghe a quelle viste per i sistemi
dinamici a tempo continuo. - o’
all"ingresso u

Consideriamo ora una perturbazione dello stato iniziale (di equilibrio):

- del movimento (vedere librt €l programma) u(k) =% k20 mm) x(k)#Z, k>0
z(0) =z + 6z

- dell'equilibrio <
| Movimento perturbato dello stato

- del sistema (solo sistemi lineari)

Prof. Thomas Parisini

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 75 Parte 3, 76
Definizione: stabilita asintotica dell’equilibrio
Definizione: stabilita dell’equilibrio

T e stato di equilibrio asintoticamente stabile se:

a) & stabile cioé se:
Z e stato di equilibrio stabile se: Ve >0 36(c) >0 tale che

Va(0): |6z ) -z
Ve >0 38(c) >0 tale che z(0): ||6Z|| < 6(e) mmmp |z(k) —Z|| <e, VE>O
va(0): [|6Z| < 8(e) ‘ (k) — Z|| <&, ¥k >0 b) vale la seguente proprieta
klim |lz(k) —Z|| =0
— 00

Se perturbato, lo stato si mantiene “vicino” allo stato nominale
d’equilibrio [a parita d’ingresso applicato] e tende a ritornare ad
assumere il valore nominale d’equilibrio [almeno in “tempo infinito”].

Se perturbato, lo stato si mantiene “vicino” allo stato nominale
d’equilibrio [a parita d’ingresso applicato].

Prof. Thomas Parisini

Prof. Thomas Parisini



Parte 3, 77

Definizione instabilita dell’equilibrio:

Z & stato di equilibrio instabile se non € stabile

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 79

Stabilita dell’equilibrio:
strumenti d’analisi

{ z(k+ 1) = f(z(k),u(k)) ) )
y(k) = g(z(k),u(k)) = f(z,u) wemp 7

Stato d’equilibrio associato
all"ingresso %

Come fare a stabilire se lo stato d’equilibrio € stabile oppure no?

Cercheremo di analizzare la stabilita degli stati d’equilibrio di un
sistema non lineare facendo uso del sistema linearizzato, ottenuto
in corrispondenza di ciascuno degli stati d’equilibrio considerati.

Per farlo abbiamo bisogno degli strumenti che permettono di
analizzare la stabilita dei sistemi dinamici lineari a tempo discreto.

Prof. Thomas Parisini F idi

Stabilita dell’equilibrio: e
interpretazione grafica

f@u) ==z

*2 7= (71,72) 472

raggio 6(g)
1 r1
Stabilita |Asintotica Stabilita
raggio €
Si confrontino le analoghe proprieta viste per i sistemi
dinamici a tempo continuo.
Prof. Thomas Parisini idi
Parte 3, 80
Stabilita:

Anche in questo caso le definizioni delle proprieta di stabilita
sono analoghe a quelle viste per i sistemi dinamici a tempo
continuo.

- del movimento (vedere libr €l programma)

- dell’equilibrio

- del sistema (solo sistemi lineari) _

Prof. Thomas Parisini F i di
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Stabilita nei sistemi lineari stazionari

{ z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Ca(k) + Du(k)

a) In condizioni di equilibrio
z(0)=7Z
u(k) =u, k>0

k—1
a(k)=AFz+ Y A¥"1Ba = 7, vk >0
=0

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 83

Sistemi dinamici lineari a tempo discreto

instabili

Asintoticamente stabili

- semplicemente stabili
- al limite della stabilita
- stabili ma non asintoticamente

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 82
b) In condizioni di perturbazione dello stato di equilibrio
z(0) =74 oz

) (k) #Z,k>0
w(k) =1, k>0

Movimento perturbato dello stato

k—1
b w(k) = AF (7 +067) + Y A1 Bg

1=0
/‘/
=z+ AFsz
Ricordiamo:
b e(k) — 7 = Aksz
x(k) = AF2(0)
sz(k) = Aksz
Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 84

Quindi riassumendo:

- la stabilita non dipende dal particolare valore assunto da =

b la stabilita non & una caratteristica dello stato
di equilibrio ma del sistema nella sua globalita

- la stabilita dipende da AR,
- stabilita - Ak &limitata Yk >0
- as. stabilita  4mmp lim AF =0

- instabilita =) A% diverge

Prof. Thomas Parisini F i di
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Prof. Thomas Parisini

4, seu(k)={a E>0

Prof. Thomas Parisini

Proprieta dei sistemi asintoticamente
stabili a tempo discreto

Troveremo risultati analoghi a quelli validi
per i sistemi dinamici a tempo continuo!

Proprieta dei sistemi asintoticamente stabili:

u(k)
0 k<ol

allora l'uscita y(k) tende a

j=pi=[CU-A)"'B+D|a

Proprieta dei sistemi asintoticamente stabili:

1. spostato dall’equilibrio, il sistema tende a tornarci

Parte 3, 86

2. fissato &, & unico: as. stabilith M) % unico @ det(I — A) # O

3. il movimento dipende asintoticamente solo da w(k)

z(k) =

-se u(k) = {

Prof. Thomas Parisini

)+ (k)
0
-se u(k) =0 alloralim x(k) = 0; lim y(k) =0, Yz(0)

k—o0 k—o0
u(k)

qualsiasi 0 <k <k . .

0 k> k

T z &
allora lim z(k) = 0; lim y(k) = 0, Vz(0)
k—o0 k—o0
i di
Parte 3, 88

Proprieta dei sistemi asintoticamente stabili:

5. se u(k) el

lu(k)|| < U, ¥k >0 wep IH: [ly(k)| < H, ¥k >0

u(k)

mitato

-

y(k)

¢ limitata

y(k)

Stabilita esterna — BIBO (Bounded Input Bounded Output) |

Prof. Thomas Parisini

idi
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ATTENZIONE!!!

Stabilita asintotica x

Stabilita BIBO
(solo sotto opportune ipotesi)

I Considerazioni analoghe a quelle fatte nel caso dei sistemi a tempo continuo! I

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 91

Esempio: caso scalare (n=1)

aF

a scalare
la| <1 =) - stabilita
la] < 1 =) - stabilita asintotica

la| > 1 =) - instabilita

Prof. Thomas Parisini

Stabilita dei sistemi lineari - tempo discreto:
riassumendo

- stabilita 4=m)  Movimento libero limitato

- stabilita asintotica ” Movimento libero convergente a 0

- instabilita €==)  Movimento libero divergente

‘ z(k) = AF 2(0)

Le proprieta di stabilita sono determinate dal comportamento
nel tempo della matrice k

Prof. Thomas Parisini
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Caso generale: studio di Ak

(1) A diagonale
(2) A con autovalori reali distinti

(3) A con autovalori complessi distinti

(4) A con autovalori multipli

4 A

A diagonalizzabile A non diagonalizzabile

L vedi casi (2) e (3) L Forma di Jordan

Prof. Thomas Parisini
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(1D) A diagonale

A 0
Ao |t AL A2, An
0 -+ A\ Autovalori di A
k
VI
AV =
0 e

La matrice Ak € una matrice @ X M di funzioni del tempo

contenenti i termini )\f

Prof. Thomas Parisini i di
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(2D) A con autovalori reali distinti
AL A2, A A FE ApF#E - F Ay autovaloridi A

A - O
A=MAM? A=
‘AO:I 0 -+ An
Al = A=MAM? MM =1
7N\

A2 = [MA”M—l}2 = (MAM~Y(MAM™Y) = MA2M~!

A3 =MmA3Mm1

/| contiene i termini )\f
)\’f ... 0
b yL—y M1

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 94

(1D) A diagonale

N <1,V ) - stabilita
Nl <1,Vvi < - stabilita asintotica

i N> 1 ) - instabilita

Prof. Thomas Parisini i di
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Autovalori ed evoluzione dello stato

L'evoluzione libera dello stato (e dell’'uscita) del sistema viene
espressa da:

e nel caso (1) ciascuna componente del vettore di stato &
semplicemente data dal termine z;i(k) = z;(0) )\i,c

L'uscita e proporzionale ad una delle componenti dello stato.

= nel caso (2), lo stato (I'uscita) & dato dalla combinazione lineare,

attraverso coefficienti opportuni dati dagli elementi delle matrici M

ed M (e matrice d'uscita C) e dallo stato iniziale, dei termini yk
K2

Prof. Thomas Parisini F i di
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Esempio
nh+ 1) =—201(k) +622(k) A= [ 2 g]
zo(k + 1) = —2x1(k) + 5zo(k)

Autovalori:

pA(N) = det(A — A) = det [ At o

= 04209412

=X_3x4+2=0-2)(A—-1)

b M=1 A=2 Quali  considerazioni

avremmo potuto fare
se fosse stato un
sistema a tempo
continuo?

Prof. Thomas Parisini idi

Parte 3, 99

Diagonalizzazione:

veole-[13] - e[ 27

b aowan=[ 2 2)[38][23)-2

N O
[EE—

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 98

Autovettori:

—2v1 + 61 =0
S T v1 1 2 1
-2 5][@2]_1 [vz]q{—2v1+5v2=vg

(per esempio} o
b oeal T 1]

I» [:3 g][v1]=2'[v1}‘{ —2uy + 6y = 20,

v —2v1 + bupy = 2up
(per esempio)

3
L3 S0y

Prof. Thomas Parisini idi
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Calcolo di A®

k
k_ apaka—1 — 1% 0 -1
A® = MA"M _M[O Qk]M

_[23][1* o 2 -3

112 0 2F|| -1 2
4-3.2k 6462k

T l2-2.2F _344.02k

b Instabile perché almeno un elemento (tutti in questo
caso) di A* diverge!

Prof. Thomas Parisini F i di
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(3D) A con autovalori complessi distinti

Consideriamoilcaso n =2 : A; = pejg; Ap = pe_je

sono gli autovalori di A

L II movimento libero dello stato (dell’'uscita) contiene termini
del tipo:

dove

y=a+j8; y=a-jp

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 103

Quindi riassumendo per il caso (3):

N <1,¥i  4mmp - stabilita
[Ni] <1, Vi ¢mm) - stabilita asintotica

Ji: |\ >1 4mm) - instabilita

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 102

wkeﬂ'ke + apke—jke
= yp" [cos(0k) + j sin(0k)] 4 Fp* [cos(0k) — j sin(0k)]

= o [(v +7) cos(8k) + j (v — 7) sin(0k)]

= p" [2a cos(0k) + j(528) sin(0k)]

= [a cos(0k) — Bsin(6k)]

limitata Vk > 0

Questo ¢ il termine responsabile della
convergenza/divergenza nel tempo!

Prof. Thomas Parisini

i di
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(4D) A con autovalori multipli
Esempio 1:
A= [g 2} —_— M =)=a
A ¢ diagonale (quindi evidentemente diagonalizzabile!)
b Ab = [ C(Y)k o?k ]
k

contiene termini del tipo &

Prof. Thomas Parisini

idi
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(4D) A con autovalori multipli

Esempio 2:

a 1
A=[Oa] ) A==«

A non & diagonalizzabile!

Proviamo a calcolare ricorsivamente:

2
2_ | a® 2a
w=[% %

A3 [ae’ 3a2]._.

n—)p A* = {ak ’“"HP

0 ak _
contiene termini del tipo ak, kab—1

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 107

Generalizzando:

- autovalori multipli con molteplicita v

- matrice A non diagonalizzabile

4

k
A contiene termini del tipo

k
e Nenop=1,2.. . v—1
) n K3

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 106
Quindi riassumendo:
la) =1 4¢m) - instabilita
laf <1 4¢mm) - stabilita asintotica
laf > 1 @m) - instabilita
Prof. Thomas Parisini idi
Parte 3, 108

In sintesi:

Data la matrice A

L gli elementi della matrice Ak contengono termini del tipo
k )\k—n
n
dove:

AecC
neN

Prof. Thomas Parisini F i di
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Parte 3, 109

Studio qualitativo del termine ( k ) =

n n

Studio qualitativo del termine ( k ) A

a) )\ € R autovalori semplici a) )\ ¢ R autovalori multipli (doppi) >

A>1 A=1

B

E

suseema
fo

=

—o

[
s
—
s

O S S S
—
©

o

o

Lo

—e

—o

—
—

0<A<1 -1<A<0 0<A<1 —‘1</\<0

IS S 5 S R ;
A=-1 A< -1 i s T 7 7 T g
[ ! = A=-1 A< -1
s(
SRR EEEE A -
p ¢ E i T =
k! 1 ) 5 m 6
7 i g 7 T TR
Prof. Thomas Parisini i di i Prof. Thomas Parisini idi

Parte 3, 111 Parte 3, 112

Studio qualitativo del termine ( k > = Studio qualitativo del termine ( k ) Aken

n

b) A\1,2 € C autovalori semplici b) A1,2 € C autovalori multipli (doppi)

1) A2l >1 ,(2) [A1,2]l =1 (1) A2l >1 (2) M2l=1
o 1 T T T T o T '

B3) Jrnal<t ) a2l <t B3) rnpal<t () Mpell<t
R : " T T I T To,
Ean| : Joopketr }

o ) T L + + g

‘(5) A1l =1 (6)  [A12>1 (5)  roll=1 (6) |12l >

Lol : ; T
L ' ; T L]

Prof. Thomas Parisini F idi i Prof. Thomas Parisini F i di
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Quindi si dimostrano i seguenti:

Teorema 1D

Nl <1, Vi 4=m)  stabilita asintotica
Teorema 2D

i > 1 mm)  instabilita

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 115
Rappresentazione grafica:

Im(z)

instabilita \

stabilita semplice
(se poli semplici)

Re (2)

Regione di asintotica stabilita

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 114

Caso critico:

[\l <1, vi
) mm) non asintoticamente stabile
JjNjl=1

- autovalori con |\ =1 ) o
— mm)  Stabile ma non asintoticamente
distinti

- autovalori con

multipli - s

Stabile ma non asintoticamente
Ml=1 o N

Instabile

Prof. Thomas Parisini i di
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Altri criteri di stabilita a tempo discreto

Criteri che non richiedono il calcolo degli autovalori:

mmm) - basati sullo studio del polinomio caratteristico

p(2) = det(zl — A) = @o2" + 012"+ + op_12 4+ on
po# 0

Prof. Thomas Parisini F i di
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- Criterio 1
asintotica stabilita =) ol < |eol
Condizione necessaria per la stabilita asintotica & che ...
- Criterio 2
n
asintotica stabilita - vo - p(1) = oo Z wi| >0

=0

Condizione necessaria per la stabilita asintotica e che il polinomio
caratteristico valutato per A=1 sia concorde con g

Prof. Thomas Parisini i di

Parte 3, 119
- Criterio 4
Yo > 1 > 2 > >op_1 > on >0

L asintotica stabilita

Condizione sufficiente per la stabilita asintotica € che ...
- Criterio 5

n
Zl |oil < 10| wmmmp  asintotica stabilita
1=

Condizione sufficiente per la stabilita asintotica € che ...

Prof. Thomas Parisini F idi

- Criterio 3

asintotica stabilita  m—)

Parte 3, 118

(=1)" %0 - p(-1) >0

Condizione necessaria per la stabilita asintotica € che il polinomio
caratteristico valutato per A=-1 sia concorde con ¥0 per n pari,

discorde per n dispari.

Prof. Thomas Parisini

Esempi

w(z) = 2344220812 —3.24

@(2) = 22+ 0.622 +0.11z + 0.006

o(z) =83 +4+12:24+62+1

Parte 3, 120

non asintoticamente stabile
(criteri 1, 3)
21 =09, 2z =-09, z3=-4

asintoticamente stabile (criteri 4, 5)

z1 = —0.1, 2 = -0.2, 23 =-03
77

Nessun criterio ci permette di
stabilire se il sistema sia

asintoticamente stabile o0 meno.

z1,2,3 = —0.5

Prof. Thomas Parisini
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Trasformazione bilineare e
criterio di Routh-Hurwitz

p(2) = poz" + 9012'”_1 + 4+ on_1z+ ¢n

Lo studio della stabilita analizzando il polinomio caratteristico p(z)
non & agevole!

Con una opportuna trasformazione di variabile, si puo ottenere
un polinomio differente, da analizzare in modo molto pil agevole,
tramite il criterio di Routh-Hurwitz.

La trasformazione & tale da garantire che i risultati sulla stabilita
ottenuti analizzando il polinomio trasformato valgono anche per il
polinomio caratteristico originario.

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 123

Trasformazione bilineare

z:w_ﬂ,z,wec ’\
w—1

p(2) = poz" + (,012"_1 + -+ o122+ en

: 2

RO N o S L o0 oS LN
g(w) = (w—1) [QOO (w—1)" + 1 (w— 1)1 +
(w+1)

+90n—1(w_1)+90n

qw) = gou"+q w4+ +g 1wtan

Prof. Thomas Parisini

idi
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Trasformazione bilineare lz] <1 ﬁ Re(w) < 0
w+1
z=——, 2z, weC lzl =1 Re(w) =0
w-1 ﬁ
» 21> 1 (@) Re(w) >0

w-l

Im(z) /_\ Im(w)

Re(w)

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 124

Trasformazione bilineare
La sostituzione diretta non € un metodo efficiente

per ottenere il polinomio trasformato!

Algoritmo efficiente:

M. Policastro “A simple algorithm to perform the bilinear
transformation ", Int. Journal of Control, vol. 30, n. 4, 1979

Descrizione dell’algoritmo:

FA Esercitazioni — Algoritmi utili: la trasformazione bilineare

Prof. Thomas Parisini
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Alcuni esempi

(1) Studiare la stabilita del sistema con equazione caratteristica
p(z) = 2342224241

L'applicazione della formula della trasformazione bilineare porta

al polinomio
(w413 (w412 w+1

q(w) = (w-1)3 w-1° 2w_1e Twe_1 1

q(w) = 5w+ w?2+3w—1

Prof. Thomas Parisini idi

Parte 3, 127

(2) Studiare la stabilita del sistema con equazione caratteristica

p(z) = 24 4+1.42340.712240.1542+ 0.012

L'applicazione della formula della trasformazione bilineare porta

al polinomio
— 14 (w+1)* (w41)3 (w+1)2 w41
a(w) = (w—1) oo DF T o y3 TOT (T ryz HO184 T +0.012

q(w) = 3.276 w*+6.444w3+4.652 w2+1.460 w+0.168

Prof. Thomas Parisini F idi

Parte 3, 126

qg(w) = 5w3+w24+3w—1

A questo polinomio € ora possibile applicare il criterio di Routh—Hurwitz

35 3
2[1 -1

1) 8

of=1 ] um

Dall’analisi dei termini nella prima colonna della tabella di Routh risulta
che il sistema con polinomio ¢(w) risulta instabile: c'¢ una variazione
di segno nello schema. Una radice di q(w) & a parte reale positiva. Cid
significa che anche il polinomio originario p(z) risulta associato ad un
sistema dinamico instabile e che, in particolare, esiste una radice con
modulo maggiore dell’'unita.

Prof. Thomas Parisini idi

Parte 3, 128
q(w) = 3.276 w*+6.444 w3+4.652 w2+1.460 w+0.168

A questo polinomio & ora possibile applicare il criterio di Routh—Hurwitz

3.276 : 4.652 0.168
6.444  1.460
3.9098: 0.168
1.1831

0.168 ~

Dallanalisi dei temimi nella prima colonna della tabella di Routh risulta
che per il polinomio ¢(w) c'& permanenza di segno nella prima colonna
della tabella.

O NWH

Le radici di ¢(w) sono tutte a parte reale negativa. Cid significa che
anche il polinomio originario p(z) risulta associato ad un sistema
dinamico stabile.

Prof. Thomas Parisini F i di Al
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(3) Studiare la stabilita del sistema con equazione caratteristica

p(z) = 224az+b =0

al variare dei parametri a, b € R

L'applicazione della formula della trasformazione bilineare porta
al polinomio

(w+1)? (w1

q(w) = (w_1)2 (w_1)2 (’UJ—l)

+b

qw) = A4+b+a)w?2+2(1—-b)w—a+1+b

Prof. Thomas Parisini

idi

Parte 3, 131

Le condizioni trovate valgono

b > —a-1 per avere stabilita asintotica.
b <1
b > a—1 b

-~

+1
-2 -1 +1 +2
Le condizioni per avere
stabilita semplice sono -1
invece
b = —a-—-1
b=1 E nel caso di instabilita
b = a-1 le condizioni quali
sono?

Prof. Thomas Parisini

Parte 3, 130

gw) = A+b+a)w?+2(1-bw—a+1+b

Calcolando la tabella di Routh si ottiene a questo punto

2i(14+b+a)i(l+b—a)
2(1-1)
(14+b—a)

o =

Imponendo permanenza di segno agli elementi in prima colonna si

arriva a
14+b4+a > 0 b > —a—-1
2(1-b) > 0 - b <1
1+b—a > 0 b > a-1

Prof. Thomas Parisini

i di

Parte 3, 132
(4) Analizzare la stabilita al variare del parametro K del sistema a tempo
discreto con equazione caratteristica

224+ (K—-18)z+(0.8-05K) = 0

con KeR

L'applicazione della formula della trasformazione bilineare porta al

polinomio
2
q(w) = (w—1)>2 [%—}-(K—lﬁ) ((Zti; +(O.8—0.5K)}
I 18 _3
a(w) = S Kw +<5+K> w+<5 2K>

Prof. Thomas Parisini
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w = e (o) e (230

La tabella di Routh per questo polinomio vale

o 1 (E _3 )
2 5 2
2
1 —+ K
G+
(18 3 )
5 2 1
—K 0
5 >
. 2
Imponendo permanenza di segno (E + K) > 0
agli elementi in prima colonna si
arriva a (g _3 K) > 0
5 2
Prof. Thomas Parisini idi
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Trasformazione bilineare e criterio di
Routh-Hurwitz: conclusioni

e E il metodo che fornisce tutte le informazioni possibili a
riguardo della posizione delle radici di un polinomio
caratteristico di un sistema dinamico a tempo discreto
(vantaggio).

e Nel caso in cui la stabilita del sistema dinamico a tempo
discreto dipenda da parametri (qualche coefficiente del
polinomio caratteristico & funzione di parametri) & il metodo da
preferire (vantaggio).

e E computazionalmente oneroso (svantaggio). Esiste un
algoritmo efficiente per eseguire la trasformazione bilineare

(vedi FA Esercitazioni — Algoritmi utili: la trasformazione
bilineare).
Prof. Thomas Parisini F i di
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1
—K 0
5 >
C+x) >0 my
5 K >0
18 3
(5-3%) > o 2
K > —
5
Ko< 2
5
12 . . .
0 < K < 5 Per avere asintotica stabilita

Quali sono le condizioni da imporre al parametro K per avere stabilita
semplice oppure instabilita?

Prof. Thomas Parisini idi
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Stabilita dell’equilibrio nei sistemi non lineari

{ z(k+1) = f(z(k),u(k)) z=f(z,u) wep =
y(k) = g(x(k), u(k))

Stato d’equilibrio associato
all"ingresso @

Perturbazione dello stato iniziale (di equilibrio):

w(k) =,k >0 T
2(0) = 7 + 6% m—) ak) # 3,k =

Movimento perturbato dello stato
(k)
»

N
L7 :0:“"“ 20egge.
PEE R A P

;o ‘v

% . .

81

Prof. Thomas Parisini F i di
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Stabilita dell’equilibrio nei sistemi non lineari

{x(k-{—l):f(w(k)au(k)) o= f(z,7) wemp 7

y(k) = g(a(k), u(k)) u

ox(k + 1) = fo(, 0)dx(k) + fu(@, u)ou(k)

L A B
oy(k) = gu(z,u)0x(k) + gu(Z, u)ou(k)
C D
dx(k + 1) = Adz(k) + Béu(k) Aipi=1,...,n
Sdy(k) = Céx(k) + Dsu(k) autovalori di
A == f:c(f, ﬂ)
bz eR" dueR™ JyecRP

Prof. Thomas Parisini idi
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Caso critico:

T stato di eq. asintoticamente stabile
Il <1, vi >l
N ? mm) T stato dieq. stabile
Jit |y =1 ~
T  stato di eq. instabile
Prof. Thomas Parisini F i di
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Si dimostrano i seguenti:

Teorema 1
Al <1,vi mmm) T Stato dieq. asintoticamente stabile
Teorema 2
Ji: [N > 1 ) Z  Stato di eq. instabile
Prof. Thomas Parisini i di
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Esempio  Consideriamo ancora il sistema SISO non lineare

z1(k+1) = z1(k) + (1l — Br1(k))z1(k)+
—ya1(k)z2(k) + u(k)
wo(k+1) = wo(k) — dwa(k) + nay(k)az(k)

1
y(k) = wa(k) _ Y N
) = |, T2) = g

<l

Il

o
S|>

T(3) = o (1_ﬂ_5>
Y n

Determiniamo le espressioni dei sistemi linearizzati in
corrispondenza dellingresso e degli stato d'equilibrio
considerati.
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Quindi: ore

df1 Of
ran=| 5 5] -
dx1 Ozp 7,4
_ | A+a—-2aBz1 —yz2)  —y21
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0=[057 %]

Per o > O certamente stato  Per § > 2 & certamente
d'equilibrio instabile stato d'equilibrio instabile

A(Q) = % > 6 oppure
n
24+ —-< 9
B

Per ' o > 2 & certamente .
stato d’equilibrio instabile ed e certamente stato
d’equilibrio instabile
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1 (1-a) —%
T2) = fg ‘ A(2)— 0 1—6+Q
9
— n
S EYC s |
v n
(1 _ a_ﬂ6> 76
= n n
A =
3)
an (1 - 55) 1
v n
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Esercizio “per casa” ‘g'«g%’}

Analizzare la stabilita del terzo stato d’equilibrio dell'esempio:

I = |, 86
107 1

(1 _ aﬂ) _8

- n n

A =

(3
an (1 _ ﬁj) 1
ol n
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