Parte 4, 1

Funzione di trasferimento

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Sistemi lineari a tempo continuo

Definizione di FdT e proprieta

Prof. Thomas Parisini

Trasformata di un vettore '
z1(1)
z(t) = :
xn(t)
b X1(s)
X(s) = L[z(t)] = :
Xn(s)

Parte 4, 2

Fondamenti di Automatica

- Proprieta”

L[Az(t)] = AL[x(t)]

Parte 4,4

Llz1(t)] sX1(s) —21(0)
Llz(t)] = : = :
Lzn(t)] sXn(s) — zn(0)
= sX(s) —x(0)




Parte 4,5
- Sistemi dinamici lineari stazionari

r = Axz + Bu
y=Cx+ Du

Operando la trasf. di L. ad ambo i membri dell’eq. di stato:
sX(s) —z(0) = AX(s) + BU(s)
b (sI — A)X(s) = x(0) + BU(s)

L [ X(s) = (s — A)L2(0) + (s — A)~1BU(s)
Y(s) =CX(s)+ DU(s)

Y(s) = C’(sI—A)_lx(O)—{—[C(sI - A)-B+ D] U(s)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 6

-Quando 2(0) =0

pXn nxn nxmpxm

A—A—— "
I» Y(s) = [C(sf —A)-1B+ D] U(s)

Y
pxm

G(s)

Funzione di trasferimento

Parte 4,7

G11(s) -+ Gim(s)
G(s) = | Gia(s) - Gim(s)

Gp1(s) - Gpm(s)
Yils) = 30 Gy ()U;(s)

j=1

= Gi1(s)U1(8) + Gia(s)Ua(s) + - - -

Prof. Thomas Parisini F i di

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4,8
- Quando
2(0) =0

(sovrapposizione effetti)

up(t) =0, k#j

Yi(s
b Gij(s) = %

Prof. Thomas Parisini F i di ica




Parte 4,9
- Sistemi dinamici lineari SISO
e=Az+Bu 0 yt)eR  2(0) =0
{y:CHDu OO
1xn nxmn nxl 1x1
A
Y(s) = [C(sI — A)"*B+ D| U(s)
Y
1x1
G(s) u(t) y(t)
Funzione di trasferimento scalare - G(S)
Y
L G(s) = L)
U(s)
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 11

Parte 4, 10
Rappresentazione di un sistema dinamico lineare stazionario
a tempo continuo

Rappresentazione Interna 1 Rappresentazione Esterna
[
]

PN

1
1
1

z = Az + Bu | Y (s) = G(s)U(s)

y = Cz+ Du | (con z(0) = 0)
1

—~
! ? “Realizzazione”
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Rappresentazione di un sistema dinamico lineare stazionario
a tempo continuo

Rappresentazione Interna Rappresentazione Esterna

(A,B,C,D)

Si tiene conto della struttura
“interna” del sistema

u(t) v(®) 1 ) y(1)

Rappresentazione IN/OUT
del sistema

Prof. Thomas Parisini F i di

Parte 4, 12

Funz. di trasferimento di sistemi equivalenti

Ricordiamo:

(A7 B7 C? D) ~ (A7 B’ C’? D)

{a’czAx—l—Bu T € R, det(T) # 0
y=Cz+ Du
L =Tz, c=T"1%

8)

|» 7 =TAT 1z + TBu
y=CT 1z 4 Du

i@ = Az + Bu - z z 4 Bu

Prof. Thomas Parisini F i di




Parte 4, 13
G(s)=C(sI—A) 1B+ D
=C [T‘l (51 - TAT‘l)_lT} B+ D

=C [T‘l (sTT—l - TAT_1>_1 T} B+D

-1
C [T*l (T(sf - A)T*l) T} B+ D
=C 17T (sI - AT IT| B+ D
=C[(sI-A)7B+D
= G(s)
L La funzione di trasferimento non dipende dalla particolare scelta di

variabili di stato considerata per la rappresentazione interna

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

- Esempio 1

y(t) = ku(t)

b Y (s) = kU(s)

b G(s) =k

Parte 4, 14

u(t) y(t)

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 15
- Esempio 2
{m:“ A=0;B=1,C=1, D=0
y=zx
1
L G(s)=C|[(sI-A)!|B+D="=
s
u(t) 1 y(t)
S
Integratore
i di ica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 16

- Esempio 3
y:2£L’
b G(s)=C[(SI_A)71}B+D:s-+2-1
u(t) 2 y(t)
s+ 1

i di ica

Prof. Thomas Parisini




Parte 4, 17

- Esempio 4

RN

00 1

G(s) =C [(sI - A)—l] B+ D

=[x 0)[s 2] [¢]
=[10]35[3 3]0

-2 Doppio integratore

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 18
- Esempio 5 1 = T2
. 1
ZTp = —le _MZ2+MH
y(t) Y=z

Fa

Parte 4, 19

Osservazione:
Mij=—hj—ky+u  y(0)=0; y(0)=0

|» Ms2Y (s) = —hsY (s) — kY (s) + U(s)

Y(s) 1

b = U(s) Ms2+hs+k

Prof. Thomas Parisini F i di

y=[1 0]z
G(s)=C|[(s1-A)Y B+ D
_ s -1 1 s+ 1
(I-7'=| 5k L h :ﬁ{ W ]
M ST M s“+qs+a L a8
b G(s)—;[l 0] 3+% 1 o\__ 1
2 lhst+ Lk ksl i) T M2+ hs+k
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 20
- Proprieta” della FDT — Caso LTI SISO a tempo continuo
— -1
G(s)=C[(sI- A B+D
-1
(®—a11 —aiz2 -+ —aiy
_ - — a :
(s — A)~1 = 921 (8)— a2 .
—anl T (58— ann
Prof. Thomas Parisini F idi ca




Parte 4, 21

Matrice compl. algebrici

-1 1
(sI —A) —mK(S)

e det(sI—A)=¢(s) polinomio di grado 7
© K(s)= [ky(s), ii=1,....n]

kij(s) polinomio digrado < m, Vi,

1 1 _ M(s)
o C(sI-A)""B= det(sT — A) CK(s)B = 2(5)
M(s)

M(s) polinomio di grado < 7

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 4, 22

M(s)
w(s)

G(s)=C(sI—A)'B+D= +D

_ M(s) + Dp(s) _ N(s)
w(s) w(s)

e N(s) polinomiodigrado 1

e s D=0

b N(s) polinomio digrado < 1

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 4, 23

- In conclusione (caso SISO):

N(s)
w(s)

e G(s)= funzione razionale (rapporto di polinomi) in s

e (s) =det(sI —A) polinomio digrado n

e N(s) hagrado m<n

=mn soose D#O0

salvo cancellazioni

Prof. Thomas Parisini F i di

Parte 4, 24
- Se ci sono fattori comuni:
N(s
G(S) — _( )
@(s)
e &(s) e unfattoredi (s) digrado v < n
e N(s) hagado m<v
=v soose D#0
Prof. Thomas Parisini idi ica




Parte 4, 25

- Esempio 1
. 1 o] [o]
T = x4+ u
{1 -1 1 —
y=1[1 1]z

-1
cw=n]5 0[]

0
=g 1)(s+1)[ s—lHl]
_ (s—1) 1
T DG+ s+1
b P(s) =s+ 1 e unfattoredi @(s) =(s+1)(s—1)
digrado 1 < 2
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 27
- Esempio 2
.11 ] {1]
T = z + u
[ 0 -1 1 n=o
y=1[0 1]z

-1
wr=on5t 2] 1]

_ 1 s+1 1 1
_[01](s—1)(s+1)[ 0 slel]

. (s—1) 1
T (s—D(s+1) s+1

b P(s) = s+ 1 e unfattoredi  ¢(s) = (s+1)(s—1)
digado 1 < 2

Prof. Thomas Parisini F i di

Parte 4, 26
T1 =21 0
To=x1—2p+u 1(0):[0]
y=z1+ a2
T1 =21 - z1(t) =0,Vt>0
b T =gf{—z2+u
y=g21{+z2
1
G(s) =
s+ 1
b La parte della dinamica descritta da 1 e’ “nascosta”
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 28

1 =z1+z2+u

12 = —a2+u - questa parte della dinamica evolve senza
Yy =x2 essere influenzata dall'evoluzione di 1 (t)

la parte della dinamica descrittada 7 e’ “nascosta”

[y

G(s) = S

Prof. Thomas Parisini F i di




Parte 4, 29

- Significato delle cancellazioni?

cancellazioni in G(s) <4mmm)  presenza di parti “nascoste”

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 31

Poli e zeri di una FDT: sistemi a tempo continuo

N(s)
G(s) =

w(s)

e Poli: radicidi  p(s) x
Im(s)
e Zeri: radicidi N(s) ©
Re (s)

Prof. Thomas Parisini F i di

Parte 4, 30
Sistemi SISO — def. alternativa di FDT
Sistemi a tempo continuo
u(t) = 46(t) y(t)
z(0) =0
u(t) =6(t) mmp U(s)=L[6)] =1
_Y(s) _Y(s) _
b co- T =1 =Y®
owero G(s) =L [risposta aII’impuIso]

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

- Proprieta’”

° I poli sono autovalori

®  Un autovalore puo’ non essere un polo in caso di cancellazioni
(vedi esempi)

® Lastabilita® dipende dai poli

As. stabilita’ =) Re(poli) <O

salvo cancellazioni

° Nr.zeri < Nr. poli

Prof. Thomas Parisini F i di




Parte 4, 33
Parametrizzazione della FdT: Esempio
5 Parametri:
45+ 12s
G(s) = =27 =4,0,=12,6 =0
(s) 1353 1 252 B2 B1 Bo
a4=1,a3=3,a2=2,a1=a0=0

é(s + 3) Parametri:

=4 _ _

2(s+1)(s+2) 0=4,z=-3
p1=0,p2=-1,p3=-2

s Parametri
_14-3 (1"‘_) p=6T =1/3
s 1- 2(1+s)< S) nn=1m=1/2

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 34

- Diverse parametrizzazioni di una FDT

(1) Parametrizzazione secondo i coefficienti dei polinomi
al numeratore ed al denominatore

ns™ + Bu_15" L4+ Brs + Bo
ans™ + ap, 15"_1+~-+ozls+ao

G()—

Parametri:  [(3;, oy

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 35

(2) Parametrizzazione secondo poli e zeri

Zeri (col segno cambiato)

f_\
// < s+ED) (s +02) - <s+?

PoI| (col segno cambiato)

costante di trasferimento

Parametri: 0, Zi, D;i

i di

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 36
(s+21)(s+22) - (s+ zm) ‘sezpeéRVi
(s+p1)(s+p2)--(s+pn) : :

=(+1)
=1

G(s)=o

|l

=
Il
A

g tipo del sistema \ —
L guadagno T
costanti di tempo

g ;= (Nrpoliin s =0)-(Nrzeriin s =0)

i di

Prof. Thomas Parisini




Parte 4, 37

Rappresentazione alternativa nel caso di poli/zeri complessi:

w%:02+w2

o wn =o

L | Re(s)
wny/1 — 52 =w

wn Pulsazione naturale

CoOsSa =&  Smorzamento 0<¢<1

_ 4
b Gls) = §2 4 2€wps + w%

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 38

Quindi dalla parametrizzazione di tipo (2) si ha:

_ 4 _ 0
) = ot Gtogo)  GFolta

_ Q _ o
- s2 4205+ 02 + w? s2+2§wns+w%
— —

28wn w%
_ o/wh _ 1
- 2 1 5, 2 1
1+—Es —252 1—|——§s—|-—2$2
wn wi wn w?

dove = ¢
T2
“Un

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 39

Pertanto: se alcuni zeri e/o poli sono complessi si puo scrivere:

[ e T(a+2) T (1+ 38+ 2?)

1 h
G(s) = — |0 & ) v i
. 2 s o,
U e G
1
g tipo del sistema p guadagno .
—=T; =
\ Zj pi
[ —
costanti di tempo

g = (Nrpoliins=0)- (Nrzeriin s =0)

i di

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 40

(3) Parametrizzazione secondo costanti di tempo

=

[T +7s) [T (1+ 25+ 2-5*)

G(s)=L i
S H(l—l—Tis) H<1+%S+%82)

Parametri: i, g, Ty Tis Gis Qnis &y Wny

Guadagno (?!)
ha a che fare con il guadagno statico ???

i di ica

Prof. Thomas Parisini

10



Parte 4, 41

- Guadagno per sistemi a tempo continuo
G(s)=C(sI—A)"1B+D

b G(8)|y—g=—-CA B+ D

e Se g=0

b u=G(0) = —CA 1B+ D= guadagno statico

ISR

e Ingenerale,se g #* 0

b n= Iing) s9G(s) guadagno “generalizzato”
s

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 42

: Guadagno statico 2 : Guadagno della FDT [
1 uw 1
' . |
g=0 :[F_c,f B+D (=G(0) | u=G(0)]
1 T
1 |
1 1
1 1
1 |
1 | I g
g<0 1| p=-CA'B+D=0 (=G(0) ! H= lim s7G(s)
: .
1 1
1 1
1 1
| ! )
9>0 ! NON DEFINITO L = limsiG(s)
1 1
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4,43

Sistemi lineari a tempo discreto

Definizione di FdT e proprieta

Prof. Thomas Parisini F i di

Movimento (caso scalare- n=1 )
{ z(k+ 1) = ax(k) + bu(k) 2(0) = 7
y(k) = cx(k) + du(k) u(k),k >0
k—1 _
b (k) = a7 + > a1 bu(s)
i=0

el1



Parte 4, 45
... con le Z-trasformate:

Z {a(k+ 1)} = 2 {az(k) + bu(k))
N 2X(2) — 2z = aX(2) + bU(2)
L Goa)X() =25400()

i+ U
a zZ—a

z —

b x@=

usando la proprieta  Z[f(k) x g(k)] = F(z) - G(2)

e la trasformata notevole  Z[a*1(k)] = . z

k—1
z-1 b a(k) = Z7HX ()} =dz+ 3 o Tbu(i), k>0
i=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 46

Movimento dello stato: caso generale

k—1
w(k) = Az + 3 AF 1 Bu(d)

. >

Come determino questa espressione?
Posso utilizzare anche in questo caso
la Z—trasformata?

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 47

Movimento dell’uscita: caso generale

k—1
y(k)y=CcAFz+C Y AF7I Bu(i) + Du(k)
i=0

4

Come determino questa espressione?
Posso utilizzare anche in questo caso
la Z—trasformata?

Prof. Thomas Parisini F i di

Parte 4, 48

Z-Trasformata di un vettore

x1(k)
z(k) = :
xn (k)
X1(2)
b x@o=z@Eenl2|
Xn(z)

e12



Parte 4, 49

- Proprieta
Z{Az(k)} = AZ {a(k)}

z {901(7.43 + 1)}

Z{z(k+1)} =

Z {a:n(k: + 1)}
z (Xl(Z).— x1(0)) ]

2 (Xn(2) — 2n(0))

= z[X(2) —=(0)]

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 50

- Sistemi dinamici lineari stazionari
z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)

Operando la Z-trasformata ad ambo i membri dell’ eq. di stato:

2[X(z) —x(0)] = AX(2) + BU(2)

L (2] — A)X(2) : NB!

b{X(z): (21 — A)~1BU(z)

Y(z) =CX(2) + DU(z)

Y (2) =C(zI-A)"122(0 [C(zz - A)-B+ D] U(z)

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 51

-Quando z(0) =0

pXn nxmn nxmpxXm

A— A
|» Y(2) = [C(zf —A)-B+4 D] U(z)

Y
pxXm

G(z)

I Funzione di trasferimento I

k=1

Per il movimento forzato k—i—1 ;
k) =C A B Du(k
dell’ uscita avevamo scritto vy (k) EO u(@®) + Du(k)

i di ica

Prof. Thomas Parisini

In generale (m ingressi, p uscite) Foret =
G11(2) - Gim(2)
G(z)=| Gia(z) -+ Gim(2)
Gp1(2) - Gpm(2)
Yi(2) = ) Gij(2)U;(2)
j=1
= Gi1(2)U1(2) + Gi2(2)Uz(2) + - -+

Prof. Thomas Parisini

°13



Parte 4, 53

- Quando

z(0) =0
Uh(k:) =0, h#j

sovrapposizione degli effetti

Y;(2)
U;(2)

b Gij(z) =

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 55
Rappresentazione di un sistema dinamico lineare
stazionario a tempo discreto.

Rappresentazione Interna 1 Rappresentazione Esterna
|
I

PN

(4,B,C,D) G(z) = [C(zI - A)~1B + D]

{ z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k) (con z(0) = 0)

1
1
:
1
L Y =GRUE)
1
1
y(k) = Cz(k) + Du(k) |
\L/

1 “ - - ”
' ? Realizzazione

Prof. Thomas Parisini F i di

Parte 4, 54
- Sistemi dinamici lineari SISO
z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k)  u(k),y(k) eR  z(0) =0
y(k) = Cx(k) + Du(k)
1xn nxn nx1l 1x1
A
Y(2) = [C(2I — A)~1B+ D|U(2)
~"
1x1
G(2) u(k) y(k)
Funzione di trasferimento scalare — G(2)
L Y (2)
G =
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 56

Rappresentazione di un sistema dinamico lineare
stazionario a tempo discreto.

Rappresentazione Interna Rappresentazione Esterna

u(k) y(k)

(A,B,C, D)

Si tiene conto della struttura
“interna” del sistema

i u(k) y(k)

Rappresentazione IN/OUT
del sistema

Prof. Thomas Parisini F i di




Parte 4, 57
Funzioni di trasferimento di sistemi equivalenti

Ricordiamo: (A,B, C’,D) ~ (A, B, C’,D)
{ z(k 4+ 1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Caz(k) + Du(k) T ¢ R det(T) # O
z(k) = Tz(k), z(k) =T"1z(k)
#(k+1) = TAT 1z(k) + TBu(k)
{ y(k) = CT~12(k) + Du(k)

Parte 4, 58

G(z) =C(zI1-A)"1B+D
=C [T—l (21 - TAT—l)*1 T} B+D
=cC [T—l (271 - TAT_l)_lT] B+D
=C {T—l (T(zI - A)T—l)*lT} B+ D

=C[T7T (21 =AY~ 77T B+ D

=C[(zI-A)7YB+D

= G(2)

b La funzione di trasferimento non dipende dalla
particolare scelta di variabili di stato considerata per la
rappresentazione interna!

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

o(k+ 1) = Az(k) + Bu(k) { #(k+ 1) = Az (k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k) y(k) = Cz(k) + Du(k)
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 59
- Esempio 1

“Le spese nell” anno k
sono  proporzionali al "= y(k) = a - u(k)

reddito nell’ anno k”

|» Y(2) =a - U(2) u(k) y(k)
«

b Sistema algebrico
G(z) =«

Funzione di trasferimento puramente algebrica

Prof. Thomas Parisini F i di

Parte 4, 60

- Esempio 2

{m(k-l—l):U(k) A=0:B=1.C=1; D=
y(k) = x(k)

b G()=C[(zI-A)B+D=

wk) [ 1 [y
z

Ritardo finito (pari ad 1 passo)

Prof. Thomas Parisini F i di ica

e15



- Esempio 4 Parte 4, 62
{ z(k + 1) = z(k) + u(k)
y(k) = (k)
1

|» G(z)zc[(zf—A)—l]B+D=:

u(k) 1 y(k)

Integratore a tempo discreto (formula di Eulero “in avanti”)

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 61
- Esempio 3 z(k+ 1) = —z(k) + u(k)
y(k) = 2z (k)
A=-1, B=1,C=2;, D=0
I» G(2) :C[(zIfA)_l]B+D:i
z+1
u(k) 2 y(k)
z+1
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 63
Osservazione:
funzione di trasferimento ed equazioni alle differenze
Partiamo da y(k+n) = —aiy(k+n—1) —asy(k+n—-2)+...

—an y(k)+bo u(k+m)+biu(k+m—1)+...+bm u(k)

Siano nulle tutte le condizioni iniziali ed applichiamo la Z-Trasformata ad
entrambi i membri dell” espressione

MY (2) = —a12" Y (2) — - —an Y(2)+
+bo2"U(z)+ -+ b U(2)
L

Gle) = Y(2) _ bogz™+b1zm 4 A bpy_12 4 bm

T UG 2nda2 4 dap_1z4an

Prof. Thomas Parisini F i di ica

- Parte 4, 64
- Esempio 5

y(k+1) = y(k) +u(k+1)

_Y(z) =z
b G(z)_U(z)_z—l

. B

{ z(k+1) = 2(k) + u(k) u(k) z y(k)
y(k) = z(k) + u(k) z—1

Integratore discreto (formula di Eulero “all’ indietro”)

Prof. Thomas Parisini F i di ica
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Parte 4, 65

- Proprieta della FDT — Caso SISO

G(z)=C [(z[ - A)*l] B+ D

@—a11 —aip - —aig,
(Z[—A)_l — _(?21 @_ a2 :
_anl .. @— ann

Valgono considerazioni analoghe a quelle fatte per le FDT di sistemi a
tempo continuo.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 66

Matrice compl. algebrici

L (=)

-1 _
CI=-D" =ik

e det(zl — A) = ¢(2) polinomio di grado 7

° K(2)=[kij(z),i,5=1,...,n]

k;j(z)  polinomio digrado < m, Vi, j

Parte 4, 67

G(z)=CGI-A)™1B+D=
w(2)

+ D

_ M(2) + Do(2) _ N(2)
w(2) w(2)

e N(z) polinomiodigrado m

) se D=0

b N(z) polinomiodigrado < n

Prof. Thomas Parisini F i di

1 M
o CGl-A1B=—1*  cKrep=M 3
M(z)
M(z) polinomio digrado < m
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 68
- In conclusione (caso SISO):
N
e G(2)= ﬁ funzione razionale (rapporto di polinomi) in z
v(2)
e (z)=det(zl —A) polinomiodigrado n
e N(z) hagado m<mn
=mn soose D #O0
Prof. Thomas Parisini F idi ica

o17



Parte 4, 69

- Se ci sono fattori comuni:

N(2)
¢(2)

G(z) =

e @(2) eunfatoredi (z) digado v <n

e N(z) hagado m<v
=v soose D#O0

Valgono le medesime considerazioni fatte per i sistemi
a tempo continuo!

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

- Esempio 1
1 -2 L
m<k+1)=[o _1}z(k>+[l
2
y(k) = [0 2] (k)
-1 2 171
G(Z)=[02]{ 0 Z+%

1 z l 2 1
=02 —F—~
[ ](zl)(z+%)|: 0221“1}

2 (1) 2

Parte 4, 70

=1 (2 +3)  z+3
b ?(z) = z+1 & unfattoredi ¢(z) = (z-l—}) (z—1)
2

2
digrado 1 <2

Prof. Thomas Parisini

Fondamenti di Automatica

Parte 4, 71

z1(k+ 1) = z1(k) — 2z2(k) + u(k)

questa parte della dinamica evolve senza
essere influenzata dall’evoluzione di z1 (k)

= ¢

la parte della dinamica descritta da 1 & “nascosta”

ralk+ 1) = —oa(k) +u(k)
y(k) = 225(k)

2
G(z) = z—l—il

Prof. Thomas Parisini F i di

- Significato delle cancellazioni?

cancellazioni in G(z) <mmm

Parte 4, 72

presenza di parti “nascoste”

Prof. Thomas Parisini

i di ica
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Parte 4, 73

Sistemi SISO
definizione alternativa di FDT
u(k) = o(k) y(k)
z(0) =0

u(k) =6(k) mmp U(k) =Z[6(k)] =1

_Y() _Y() _
b G(z) = U - 1 Y(2)

owero G(z)=2Z [risposta allimpulso]

. Parte 4, 74
- Esempio 2

Dato il sistema descritto dall’ equazione alle differenze
y(k+2) = 1.5y(k+1) — 0.5y(k) + u(k + 1)
si determini la sua risposta impulsiva, a partire da condizioni iniziali

tutte nulle.

_Y(2) _ z

G2) = U(z)  22—-15z2+40.5

Uk)=Z[6(k)] =1

z
Y = 5
b imp(*) = 515 05

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 75
z
Y; .
imp(?) = 55T
Yimp(2) _ 1 _ C11 i Co1
z (z—0.5)(2—-1) z—05 z-1
Ci1 = lim —— = -2 Cr1 = IM-—-———F=2
1= s 21 = M G-05)

Yimp(k) = —2 {(%)k - 1} L 1(k)

Prof. Thomas Parisini F i di ica

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 76
Poli e zeri di una FDT per un sistema a tempo discreto
N
G(2) = (2)
w(2)

e Polii radicidi  p(2) x

Im(2)
e Zeri: radicidi N(z) ©
Re (2)
Valgono le medesime X
considerazioni fatte per i
sistemi a tempo continuo!
Prof. Thomas Parisini F idi ica
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Parte 4, 77

- Proprieta

Valgono considerazioni analoghe a quelle
fatte per le FDT di sistemi a tempo continuo!

L] I poli sono autovalori

®  Un autovalore puo non essere un polo in caso di cancellazioni
(vedi esempi)

® |a stabilita dipende dai poli

As. stabilita =) | (poli)| < 1

salvo cancellazioni

® Nrzeri < Nrpoli

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica

Parte 4, 79
-Diverse parametrizzazioni di una FDT
per sistemi a tempo discreto

(1) Parametrizzazione secondo i coefficienti dei polinomi
al numeratore ed al denominatore

Binz™ + 12"t + -+ P12+ o
an2™ + 12" L4 a1z + ag

G(z) =

Parametri:  (3;, oy

Valgono considerazioni analoghe a quelle fatte
per le FDT di sistemi a tempo continuo!

Prof. Thomas Parisini F i di

Parte 4, 78
Osservazione: stabilita BIBO e stabilita interna
per sistemi a tempo discreto
Ora possiamo affermare che
Stabilita asintotica
Stabilita BIBO
Solo se non ci sono cancellazioni!
Valgono considerazioni analoghe a quelle fatte
per le FDT di sistemi a tempo continuo!
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
Parte 4, 80

(2) Parametrizzazione secondo poli e zeri

Zeri
Gy = e (e

ém)
— @g?

costante di trasferimento Poli

Parametri: 7Y, %, Pi

Prof. Thomas Parisini F i di
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Parte 4, 81

&) = DG =)

) H(Z*Zi)
=(z—1>@r_[<z—pi)

7y costante di
trasferimento

g tipo del sistema

g ‘= (Nrpoliin z=1)-

(z—21)(z—22) - (2 — 2m) ‘ sz pi€R, Vi

(z —pn)

Fattorizzo mettendo in

- evidenza il termine (z — 1)¢

Valgono considerazioni analoghe a
quelle fatte per le FDT di sistemi a
tempo continuo!

(Nr.zerinz =1 )

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 82

Se alcuni zeri /o poli sono complessi si generalizza cosi:

[IG==) II(s?-2picos(¢) = +¢?)

1
G(z) = v £
-2 I[G-m) I (z2 — 24p; cos(¥;) z + w?)
i i
zeC, z = gel

g tipo del sistema pi€C, pi=uie

\ 7Y costante di trasferimento
g ‘= (Nrpoliin z=+1)- (Nrzeriin z=+1)

Fondamenti di Automatica

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 83
Esempio
5 Parametri:
4z 12z
G(z) = 2 F127 By=4, 01 =12, 65 =0
24 23 -222
a4=1,a3=1,a2=—2,a1=a020
. l(z +3) Parametri:
y=4,2=-3

T 2GE-1)(2+2)

p1=0,p2o=1,p3=-2

i di

Prof. Thomas Parisini

Parte 4, 84

- Guadagno: definizione per sistemi a tempo discreto

G(z)=C(zI-A)"'*B+D

b G@,=1 =7

e Se g=0

NN

b p=G(1)=C( —A)"'B+ D = guadagno statico

e Ingenerale,se g # 0O

b n= Iiml(z — 1)9G(z) guadagno “generalizzato”
z—

i di

Prof. Thomas Parisini
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Parte 4, 85

: Guadagno statico g : Guadagno della FDT [
u
| |
I 1
g=0 1[u=cu-n7B+p (=ca)! w=cw |
l |
| |
1 1
1 1
1 1 . —
g<0 1p=CU-AHB+D=0(=c)! #=IME-17CEE
l .
| |
I I
I I
| |
g>0 | NON DEFINITO L =Mz - 1)79G(2)
I I

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica




