Esercizi 4, 1

Sistemi LTI a tempo continuo

Equazioni di stato, funzioni di trasferimento,
calcolo di risposta di sistemi LTI a tempo
continuo.

Equilibrio di sistemi nonlineari a tempo
continuo.
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Esercizi

Funzioni di trasferimento

Dato un sistema LTI descritto dalle equazioni di stato:

= Ax + Bu
y=Cuw—+ Du

Trasformando con Laplace si ottiene la seguente espressione per l'uscita:

Y(s) =[C(sI-A)Ta(O)H{]C(sI — A) 1B+ D] U(s)

/ N\

[ Risposta libera ] [ Risposta forzata ]
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Sesihache ({0) = 0 resta solo il termine:
Y(s) = [[C(sr Ayl D]] U(s)

¥
G(s)

Funzione di trasferimento

E’ una rappresentazione esterna del sistema,
che non dipende dalla particolare scelta di variabili
di stato considerata per la rappresentazione interna.
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Esem io sercizi 4,
sistema SISO:
1 10 3
A=|10 0 2 B=10
1 43 1 1
C=[1 0 0 D= [ 0 }
Y(s) = [C‘(s.’ —A)"1B+ D] U(s)
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Da calcoli gia’ fatti nella parte 3, si ricava:
. 1 sls—1) s-1 2 ]
(sI I 2 (s—1)2 2(s—1)
det(sf — A) o 1 s(s— 1)

det(sl —4) =8> — 22+ 8—2=(s—2)(s+ j)(s—7)

3s(s - )42

Clsl—A) 'n=
1 ¢ ) det (T — A)
Funzione di trasferimento (o risposta all'impulso):

-1 . 382—38+2
ClI-A) B= 5D

Osservazioni:

1. La fdt ricavata e’ una funzione razionale fratta nella variabile & .
2. Il grado del numeratore e’ inferiore a quello del denominatore.

3. Non ci sono cancellazioni.

/_M
L o q sls—1) s—1 2 3
(st .-’1)_1H:d e 2 (s—1)° 2(s—1) || @
o * det (s _‘)_ 2 1 s(s—1) || 1
Conviene svolgere i calcoli in
maniera “smart” !l
1 1 bed
Oel-AB=— .~ Tas—1) s—1 2]| @
( ) det (s __,1)[ oot} o g
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Ricaviamo la risposta nel tempo ad un gradino unitario:
Y(s) = [C(sl -~ A)1B+ D] U(s) = G(s)U(s)
2 2 1
V(s) = 3s 35 + 1
(s —2)(s2+1) s
- 352 —3s5+2 1
(s—=2)(s+j)(s—1J) s
Come al solito si espande in fratti semplici:
A B B* C
o
(s=2) (8+3) (s=3) s

Ys)=

i di

352 -3s+2 4

A=Im ——s—— =
s(s2 4 1) 5

5—2
e e Lo
B = lim 3s 3a-|-2. =1 q7
s—is(s —2)(s + 7) 10
_ 3 HT
10

L 3s2-3s4+2 _
S o

Bﬁs

i di
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Dunque bisogna antitrasformare termine per termine:

. 4 (A—j7)  (A+jgr) 1
¥iay= 5(s —2) + 10(s + 7) T 10(s—j) s

Ripasso...se si accoppiano i termini complessi si ha:

1 {(1 —§7)(a— 5} +{1 +.f7)(s+.;f)}

Infine si ricava che la risposta del sistema SISO di
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partenza ad un gradino unitario, con condizioni iniziali

nulle, e’ la seguente:

4 1 T . }
y{t) = { —e —cost——sint—1; 1(¢
u()) = {2+ 2 : (

Prof. Thomas Parisini

)

10 (52 +1)

1 [(sog—siT—T)F (st +57-T)
10 (s241)

1f =7 {1 S }
512+ 1)) ™P 52+ 1D 562+ D)

Torniamo ad esaminare |'espressione della fdt nella
variabile  s:

352 —3s+2
(s—2)(s2+1)

Parametrizzazioni ?

G(s) =

(1) Parametrizzazione secondo i coefficienti dei polinomi
al numeratore ed al denominatore

352 —3s+2

G(S):s3—282+s—2
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(2) Parametrizzazione secondo poli e zeri

R (o)
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352 —3s+2
(s —2)(s2+1)

\

E’ la fdt di un sistema stabile ?

No, ha un polo a parte reale positiva!

G(s) =

Ha senso valutare la risposta in frequenza o
parlare di risposta a regime, pil in generale ?

No, poiche’ il sistema e’ instabile!

Si pud applicare il teorema del valore finale?

No, poiche’ il sistema e’ instabile!
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Esercizi

Stabilita’ dell’equilibrio

Consideriamo un sistema nonlineare descritto dalle sequenti equazioni :

&1(t) = w1(t)aa(t) — 2
zo(t) = 2z1(t) — 22(¢)

1. Trovare gli stati di equilibrio del sistema.
2. Analizzare la stabilita’ degli eventuali stati di eq. trovati al punto 1.

Prof. Thomas Parisini
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1. Stati di equilibrio del sistema.

{ 0 =1 (t)za(t) — 2

0 =2z1(t) — z2(t)

xo(t) = 2z (1)
272(t) —2=0

I
|
—

p, [T1(t) =1 p, [T1(H) =
l{:f_rg(t) =2 2 {:Eg(t) 3
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2. Stabilita” degli stati di equilibrio:
- () =-1
Fp {.’f_:g(t) =3
of1 Of1 {

= = — | Oz O —
fe(Z,20) = g}}; 0}% =

€T £ ‘|
f> 2 -1,
o T P

-2 -1 2
= ) det(s] —A)=s"+3s+4
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3443

{ 1 = ]
—3—7v3
pp = —H*=

Re{p1}, Re{p2} <0 —

PQ e’ uno stato di equilibrio asintoticamente stabile del
sistema.

P Per casa...
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Se le equazioni fossero state :

il(t) = q:l(t) — 2?}_.(1).‘1?2(1'?) +1
in(t) = 2x1(t) — zo(t)
y(t) =z1(t) +22(t)

1. Stati di equilibrio del sistema, al variare di u(t) = % = cost
0 1 — 2eou+ 1
0 =2%1 —x>

Prof. Thomas Parisini Fond i di
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=0SS: non e’fefinito per
a ¥
—— relt) = — —
T = 21 P 1(t) 1—4u
r1—4xqu+1=0 zo(t) = — 2 -
1—4u
f?].fl ijfl 1 @’
— e . adry dko N
44. —_ f;f;(:f:._. U.-) — r.f af — 2 —
dry dan | p P
. Ay — 2 Studiare la stabilita” al
det(sl —A) = s° — variare di i costante e
-
T ; 4
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ES: stati di equilibrio del sistema per w(t) = 1

1
xro(t) = 2z (¢ ri () ==
(1) 1(t) - 1(1) 5
r1—4x1+1=0 | . 2
ao(t) = 3
Ap = é ::12 ] det(sI — A) =2 +3
Che cosa significa?
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det(sI — A) =s>+3

) Poli a parte reale nulla!
{ P1 J \/§ :> Non si pud dire nulla sulla
—_— stabilita 0 meno dello stato di
p2 =—3jV3 equilibrio!

Calcoliamo anche la matrice B del sistema linearizzato:

Wi

B = fulE, ) = [ ‘%?’2

P
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Per piccole perturbazioni il sistema segue queste equazioni:

2] -[3 2523

FDT “locale”: (= [ 1 1 }

G(s) = [C(sl = A)—lB]

Gl= 45—12 -

35243

Prof. Thomas Parisini F i di
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Se si perturba I'equilibrio in modo “impulsivo”, I'uscita
del sistema linearizzato presenta un‘oscillazione
permanente intorno allo zero.

dy(t) = {Kycost+ Kpsint} 1(¢)

0 to

du=o6(t —tg)

Il comportamento del sistema non lineare reale puo’ essere
diverso...bisognerebbe indagare con altri strumenti (che non vedremo).

Prof. Thomas Parisini F i di
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=

Caso critico: « = a

det(sI —A) =352 -1+ 431'_ = 52

AP
Ammissibile
Sistema linearizzato instabile, ma i poli sono a parte

reale nulla: dungue non si puo’ concludere che il
punto di equilibrio del sistema nonlineare e’ instabile

Prof. Thomas Parisini F i di
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Possibili esercizi d'esame

[

. Considerato il sequente sistema LTI :

21 (t) —z1(t) — 322(t) + u(t)
o (t) —520(t) + u(t)
y@) = z1(t) +u(?)

1. Analizzare la stabilita’ del sistema.

2. Calcolarne la funzione di trasferimento.

3. Calcolare analiticamente la risposta al gradino a partire da c.i. nulle

Prof. Thomas Parisini F i di
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1. Stabilita’ del sistema.

Si riscrivono le equazioni in forma matriciale,
ricavando la matrice A

Flm}_'—l -3
io(t) "[ 0 -5

| @1(t) 1] .
@]+ [ 1]
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Dunque si ricavano il polinomio caratteristico e gli autovalori

(s) = det(sI --_.-'1):det{{"°’“gl Sj;)”

wis) =det(s! —A)=(s+1)(s+5)

m =-1

p2 = —5

(si poteva anche direttamente dire che gli autovalori

di 4 erano gli elementi sulla diagonale, poiche’
risulta una matrice triangolare superiore)

1l sistema e’ asint. stabile:
gli autovalori hanno parte reale negativa.
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_ 1 [ z1(8) ]
vo=[1 0] [ 78|+ [1]ue
Prof. Thomas Parisini q i di
2. Funzione di trasferimento:  (§(s) = C' |(s] — _;1)—1' B+ D

5 b = 1 o b
A= o s 1 ==
{n d} :> 4 rm’.—hr.[—r: o ]

A1 1 s+5 =3

A = g b at1)
1 3

(sI—A)_lz 3'51 (5+11)(s+5)

Prof. Thomas Parisini
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L. . 3
cw=t o] 3T T[]
{(s+5)

. 7|1
G(s) = | {lerl) (s+1)3('s+5) ] { 1 J +

1 2

=D e T

B B 5) =S4 Wt 115 5)
| (s+1)(s+5)

el
(s+1){s+5)

G(s) =

numeratore e
denominatore di
grado uguale!
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3. Risposta al gradino a partire da c.i. nulle.

Significa calcolare I'uscita con la fdt, con in ingresso un gradino.

Y (s) = G(s)U(s)

2+7s+7 1
Y S ==
() (s4+1)(s+5)s

...ancora una volta bisogna espandere in fratti semplici...

A B . C
e e T s e

Prof. Thomas Parisini
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s24+7s+7 1

A = M &———— = =
s=C1 s(s+5) 4
2
QW kil o oL HENG. X
s——5 s(s+1) 20
2 ;
¢ = lim s+ Ts+ 7 _Z

Lt (s+5)(s+1) 5

—)

Prof. Thomas Parisini i di

Esercizi 4, 32

‘ Y= 4(s+1) + 20(s+5) + 5s

Dungue la risposta nel tempo e’

AN —_18—:. —_36—5: T :
v = { et e+ 21 1)

fine!
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2. Assegnato il sequente sistema:

A Ly L2

wl(t) = u(t) c

1. Analizzare la stabilita’ del sistema.
2. Calcolarne la funzione di trasferimento.
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y()y = wgp(l)

R

3. Calcolare analiticamente la risposta al gradino a partire da c.i.

E‘O:[l o} 1:T

Prof. Thomas Parisini
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Variabili di stato:

1
wq(t) (= —uw t
@1 (t) =ir, (t) 16 Ly L2 ()

,Ifz(t) = ?:L'Q(t’) ‘ o () 1= Liz"'--'bg(!:)
xa(l) = v () a(t) = %?((1’)
oy (0 = w —z3()

v, (1) = 23(t) — Raa(l)

ic(l) =z () —az(l)

Prof. Thomas Parisini Fond i di

21(t) = —pa3(t) + frult)

ap(t) = —powa(t) + %2313(&)
#3(t) = ga1(t) — gaa(t)
1y = Rxo
. 1
41 0 OR _lﬂl T
€ xr
3 c ¢ © .
r1
[y(t)|:[o R o] T
e

=
© okt~
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w(t)
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1. Stabilita’ del sistema.

5 0 IL
p(s)=det(sI—A)=det| 0 s+ —L
& +&

R 1(1 1 R
o) = <3 4 52 .
ols) =a" + a7+ o5 (Ll T LQ) ¥ 11LoC

Idea per un esercizio: discutere la stabilita’ studiando con il
criterio di Routh-Hurwitz il polinomio...
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Scegliendo cosi’ gli elementi circuitali :

-

o) =8s34424+5s+2=(s2+1)(s+2)

Ly
Lis
&
R

I
o= O
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2. Funzione di trasferimento.

G(s) = [C(sI — A)~1B]

C:[040] B =

O Oow-

Come risolvere il problema in maniera “smart” ©:

Per come sono fatte le matrici ., B basta calcolare SOLO UN
ELEMENTO dell'inversa di (5] — A) :

in

”
a1
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pp = -2 Il sistema e’ stabile, ma
po = —I—j ‘ non asintoticamente
p3 = —j stabile, perche’ ci sono
3 - due radici immaginarie
ure.
Prof. Thomas Parisini F i di
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infatti... )

1+2=3
CAMBIO

iny —_ @ — 9 1

21 GGl = A) 2 (2 DG+ 2)

Moltiplicando per gli unici elementi non nullidi (7, B

EDT 1
G(s) =2
(s2+1)(s+2)
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_-T
3. Risposta al gradino a partire dalle c.i. rg = [ 1 01

In presenza di condizioni iniziali serve il termine: [C'(-SI — ,4)_1]

Nel nostro caso dobbiamo dunque calcolare altri due termini
dell'inversa:

ny 02?2 = 32 + lfz
227 Get(sI —A) (32 + 1)(s +2)

3+2=5 CAMBIO
SEGNO!

iy — C3,2 _ 5
237 det(sl —A) (2+D(s+2)

Prof. Thomas Parisini Fond: i di
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infatti... )
oo e
E si ricava:
[C(s1—A)1] 1

2D+ PFsH2) (PFD(+2)
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Dunque la risposta al gradino che cerchiamo e’ formata due termini :

Vi) = [ 18 2(252+1) as
A% (D GEF)\ EF1G+2) /) 2D G+2)

=

1 1

M =2 ety

Calcolo inutile... ®

Ora basta antitrasformare!
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Esercizi 4, 43

OSSERVAZIONI FINALI

1. La scelta delle variabili di stato cade in generale
sugli elementi del sistema “che hanno memoria”, per
cui e’ possibile scrivere delle relazioni differenziali.

2. Una volta scelte le variabili si stato, le matrici di
stato possono cambiare a seconda dell‘ordine con
cui si scelgono tali variabili.

3. Il polinomio caratteristico e la funzione di
trasferimento, una volta scelti ingresso ed uscita,
sono invece caratteristiche invarianti del sistema

al variare del sistema di riferimento (cioe’
cambiando le matrici di stato).
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