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Elementi di Teoria dei Sistemi
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Sistemi dinamici a tempo
discreto

Analisi e proprieta
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Variabili di stato

Variabili da conoscere in kg per determinare {y(k)} ,k > kg

apartireda {u(k)},k > ko

/ Ordine del sistema
(k) 1= 15 2un 7@ (variabili di stato)

- z1(k)

. - ]1@ (vettore di stato)
L Cvn(k) |

n(k) =
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Analogamente al caso dei Sistemi dinamici a
sistemi dinamici a tempo tempo discreto
continuo r)

\

Equazioni di stato

4 /
r;(k+1) = f;le(k),u(k),k],t=1,...,n

| y(k) = glz(k), u(k), k]
\

Trasformazione d’uscita
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Usando la notazione vettoriale:

- f1 [:L“(k),.U(k), k]

| falo(k), u(k), K]
/W&hbm detls It

fla(k), u(k), k] =

@> { z(k+1) = fla(k), u(k), k]

y(k) = glz(k),u(k), k] <—— ovelubone
el e

e per brevita di notazione scriveremo a volte

&> { 41 = f(@g, up, k)

v = 9k, ug, k)
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Definizioni: Analogamente al caso dei

sistemi dinamici a tempo
continuo

- Sistema strettamente proprio
se g(-) nondipendeda wu(k)

- Sistema tempo-invariante (o stazionario)
se f(-),g(-) nondipendonoda £k

- Sistema lineare

se f(-), g(-) sono funzioni lineariin x(k), u(k)
- Sistema monovariabile (SISO)

se m=p=1 (1lingresso, 1 uscita)

- Sistema multivariabile (MIMO)
se m#*x1 eo px*x1 (piu ingressi e/o piu uscite)
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Sistemi dinamici a tempo discreto

: - kel

2(k+ 1) = flz(k),u(k), K]
| y(k) = glz(k), u(k), K]

x(k) € R" stato
u(k) € R™ ingresso
y(k) € RP uscita
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Esempio 5)

“Le spese nell’ anno k
sono proporzionali al

reddito nell’ anno k” y(k) = o - u(k)

Non dinamico

Non e necessaria l'introduzione <
di variabili di stato
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Esempio 6)

“Le scorte di magazzino
del prossimo mese sono
proporzionali alle scorte
attuali, alla  quantita
prodotta e venduta nel
mese attuale”

- Primo ordine
- MIMO

- Str. proprio

Parte 2, 75

sanle. <> Recwmmlo off /uwﬂ;ueé

s(k +

(

x (k)
uq (k)
\y(k)

1) = s(k) +q(k) —v(k)

= s(k)
= q(k) upx(k) = v(k)
= xz(k)

- Stazionario { z(k+ 1) =x(k) + ui(k) —ux(k) = f(x(k),u(k))

- Lineare

y(k) = z(k) = g(x(k))

Prof. Thomas Parisini
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Rappresentazione di stato

: - kel

2(k+ 1) = f(a(k),u(k), k)
Cy(k) = g(x(k),u(k), k)

r € R" stato
u € R™M INgresso
y € RP uscita
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Scelta delle variabili di stato

- Criteri?

- La scelta e univoca?

- U'ordine e fissato?

Cfr. le considerazioni fatte per le variabili di
stato dei sistemi dinamici a tempo continuo
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Un criterio “ingegneristico”

Variabi distato  dmmm  Crandezze associate

¢, ocale NA’///\/w%mv‘hw

Cfr. le considerazioni fatte per le variabili di
stato dei sistemi dinamici a tempo continuo
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Un criterio "matematico”

Supponiamo di aver ricavato un’eq. alle differenze di ordine n

y(k) = f(u(k), y(k—1), y(k=2), ..., y(k —n))

Associamo ai valori passati della successione incognita {y (k) }
le variabili di stato (/7 per la precisione) nel modo seguente

(z1(k) = y(k—n)

zo(k) = y(k—n+1)
¢ z3(k) = ylk—n—+2)
\ rn(k) = y(k—-1)
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Utilizzando le variabili di stato appena definite e possibile scrivere

z1(k+ 1)
zo(k+ 1)
r3(k+ 1)

<
Tp—1(k+ 1)
rn(k 4+ 1)
y(k)

z2 (k)
r3(k)
x4 (k)

Tk k)
f(x1(k), zo(k), ..., zn(k),u(k))
f(z1(k), z2(k), ..., zn(k),u(k))
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Esempio

S Josze oolo
Si abbia I'eq. alle differenze di ordine 3 g/@: Wﬂz‘3)
w(k) —3w(k—1) 42wk —2) —w(k—3) £ 6u(k)
Ponendo B (1] e [ 21(k) := w(k — 3)
o g $ ao(k) = w(k —2)

% | z3(k) i=w(k—1)

[ w1(k+1) = x2(k)
z2(k + 1) = z3(k)
23k +1) = 3a3(k) - 2e2(k) + a1 (k) +6u(k)  yl)=x )

| y(k) = 3z3(k) — 2x2(k) + z1(k) + 6u(k)
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Proviamo a risolvere I'eq. alle differenze a partire dall’istante k=0,
con condizioni iniziali

w(—1) =w(-2) =w(-3) =0

e come segnale {u(k)} utilizziamo un gradino unitario
(sempre applicato a partire dall’istante k=0).

La sequenza {w(k)} allora &

{w(k)} = {6,24,66,162,...}
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Proviamo a risolvere in modo ricorsivo I'eq. alle differenze
utilizzando le equazioni di stato con condizioni iniziali

2(0) =

- 21(0)
x2(0)

- 23(0) |

x1(k+ 1) = x2(k)
zo(k + 1) = z3(k)
x3(k + 1) = 3x3(k) — 2x2(k) + w1 (k) + 6u(k)

per k =0

Prof. Thomas Parisini

0
— |0 Per come abbiamo definito le variabili di
0 stato, i valori all’ istante k=0 di x;, x, €
-~ < | x5 coincidono con i valori w(-1), w(-2),

w(-3) della sequenza {w(k)}.

| y(k) = 3x3(k) — 2xo(k) + 21(k) + 6u(k)

[ 21(1) = 22(0) =0
z2(1) = 23(0) =0

23(1) = 323(0) — 222(0) + 21(0) + 6u(0) =6

| ¥(0) = 3x3(0) — 222(0) + z1(0) + 6u(0) =6
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| ?1(2) = 22(1) =0 Parte 2, 84
per k=1 ) 2 =)=6
r3(2) = 323(1) — 2w2(1) + 21(1) + 6u(l) = 24
L y(l) = 3933(1) — 2;1‘2(1) -+ :}:1(1) + 6?L(1) = 24
(21(3) = 22(2) =6
per k=2 r2(3) = z3(2) = 24
23(3) = 323(2) — 222(2) + x1(2) + 6u(2) = 66
| ¥(2) = 323(2) — 222(2) + z1(2) + 6u(2) = 66
((21(4) = 22(3) =24
rp(4) = 23(3) = 66
per k =3 o

z3(4) = 3z3(3) — 222(3) + z1(3) + 6u(3) = 162

| ¥(3) = 323(3) — 222(3) + 21(3) + 6u(3) = 162
[ 21(5) = x2(4) = 66
per k=4 |75 =l =162
z3(5) = 373(4) — 222(4) + 21(4) + 6u(4) =414

| y(4) = 323(4) — 222(4) + x1(4) + 6u(4) = 414
Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Rappresentazioni di stato equivalenti

u € R™
y(k) = g(z(k),u(k), k) y € RP

7 =Tz, 7cR"TcR"™ det(T) %0

$

T(k+1)=Ta(k+ 1) =TF(T 12k),u(k), k)
(k4 1) =: f(2(k),u(k), k)

{ .CU(IC—I—].) :f(CC(k),U(k),k) x € R?

y(k) = g(T~ 12 (k), u(k), k) =: §(@(k), u(k), k)
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Movimento dello stato e dell’uscita

(x(k+ 1) = f(z(k),ulk), k)
Cy(k) = g(z(k),u(k), k) Movimento dello stato

A

ko ’ 2 (k), k > ko
u(k),k > kg p m==p

>
(ko) J y(k), k = ko

Movimento dell’uscita
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Calcolo del Movimento

Due passi:

a) soluzione eq. distato =) x(k),k > kg

b) Sostituzione di ', u mm) y(k), k> kg

nella trasformazione d’uscita
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Osservazione importante:

Per sistemi stazionari e lecito assumere

ko =0

senza ledere la generalita
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Esempio
Vogliamo determinare il movimento dello stato per il sistema

{ z(k+ 1) = x(k) + u1(k) — ua(k)

y(k) = z(k)
supponendo che

ui(k) = 5-1(k) 20 = 10

us (k) 0.5% 1(k)

Utilizzo la Z-Trasformata!

z[X(2) —2(0)] = X(2) +U1(2) — Ua(2)
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102(z—1)(z—0.5) +52(z—0.5) —2(z— 1)
(z—1)2(z —0.5)

|

2 (2022 — 2224+ 7)
(z —1)%(2z — 1)

(e

o(k) = [8+5k—|—2 (%)k] 1(k)

X(z) =

X(z) =

Il movimento dell” uscita coincide con quello dello stato.
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Equilibrio (sistemi stazionari)

<' z(k+1) = f(z(k),u(k))
L y(k) = g(z(k), u(k))

u(k) =,k >0

- Stato di equilibrio
B{> movimento costante di (k) con u(k) = u

- Gli stati di equilibrio si trovano tutti al variare di © € R™

- Uscita di equilibrio ¥

B{> movimento costante di y(k) con w(k) = u

Prof. Thomas Parisini
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Calcolo dell’ equilibrio

- Risolvere I’ equazione algebrica
7= flo,n) =) &

- Sostituire , u  nella trasformazione d’ uscita

-
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Esemplo 6) Consideriamo ancora il sistema lineare MIMO
{ (k4 1) = z(k) 4+ uy (k) — uo(k)

y(k) = 2 (k) w» < *N;Q

Se succede che:

allora JooE dooy
In particolare z = z(0)
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Esempio 7)

y(k) =

\

Prof. Thomas Parisini

Parte 2, 94
Consideriamo il sistema SISO non lineare

21k 4+ 1) = 21(k) + a(1 — Baq (k))wq (k) +

—vyxz1(k)z2(k) + u(k)

{ ro(k+1) = xo(k) —dxa(k) +nx1(k)ra(k)

o (k)

@) = |, 86
— 1 ==
Hi&=1
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Analogamente al caso dei Sistemi dinamici a
sistemi dinamici a tempo tempo discreto
continuo r’

\

{ (k4 1) = f(z(k),u(k), k)
y(k) = g(x(k),u(k), k)

Sistemi dinamici a tempo

discreto che ammettono Slgtem[ dinamici
equazioni di stato - Ilnea_m |
- stazionaril
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Sistemi lineari stazionari SISO

x1(k+1) = ap121(k) + arowa(k) + - + arpzn(k) + bru(k)

| rn(k+ 1) = ap1z1(k) + apoxo(k) + - -+ + apnzn(k) + bpu(k)
| y(k) = crw (k) + cowo(k) + -+ + cnwn(k) + du(k)

— _
—~

Combinazioni lineari di variabili di stato e del controllo
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Parte 2, 97

Sistemi lineari stazionari SISO

o o
M i
C:[Cl Cn]}l D=deR
n
E> z(k+1) = Az(k) + Bu(k) *S1° (4 B.C.D)
y(k) = Cx(k) + Du(k) y€R

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

<{ z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k) o
A y(k) = Cx(k) + Du(k) u(k) = u, k >

b = AN+ Bu

L} (I — A)z = Bu }

det(l — A) # 0

det(I — A) =0
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Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

det(/-A)#O0mmp z= (1 — A)~1Bu mmm) 37T unico

B> y=Cz+4+Du=C( - A)~"1Bu+ Du

C(I-A)"'B+D|u

- Y =
)
. UJ R Guadagno statico
u(k) =1u y(k) =y = pu
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Equilibrio (sistemi lineari stazionari)

JdooE dooly

det(l — A) = 0\

Ar Ay
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Movimento (caso scalare- n=1 )

{ z(k+ 1) = ax(k) + bu(k) =(0) ==zq
y(k) = cx(k) + du(k) u(k),k >0

k

1
L | 2k) =d"2(0) + 3 i bu(i)

1=0

L k-4 %
g/@ = <A /«/o)-{—Z’\/;/@f“é/w[A‘)j#— Jm/[)
o A~
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Cenno di dimostrazione:

Per semplice sostituzione, partendoda x(0) = =g

Ricordiamo: r(k+ 1) = ax(k) + bu(k)

Quindi:
x(1) = ax(0) 4+ bu(0)
2(2) = az(1) +bu(l) = a?z(0) + abu(0) + bu(1)
2(3) = -+ = a32(0) + a2bu(0) 4+ abu(1l) + bu(2)

k—1
z(k) = a" z(0) + > a"* L pu(4)
=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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... con le Z-trasformate:

Z{x(k+ 1)} = Z{ax(k) + bu(k)}

E % 2X(z) —zx2(0) = aX(2) +bU(2)
(z—a)X(z) =zx2(0) +bU(2)
- {
bX(z)zziaaz(O) | zfaU(z):zZ@%/@ij/@—/— g

+ & ﬁ*—s\b()[?)

usando la proprieta Z[f(k) * g(k)] = F(2) - G(2)

zZ

e la trasformata notevole Z[a*1(k)] = —

= E I, | _k L AR
Z 2(k) =Z 7 {X()}=d"z(0)+ ) a bu(i),k > 0
=0

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Movimento (caso generale- n>1 )

{ x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k) z(0) = zg
y(k) = Cx(k) + Du(k) u(k),k >0

k—1
b (k) = AF zq + > AR=1=1 By (d)
—— Y'Y =0 Ty Y

nx1 nxnmnxl1 nxn mnx1l1xl

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Movimento dello stato

k—1
z(k) = A¥zo + 3 AP Bu(q)
7 =0
H_J N— —~— _/
z;(k) z (k)

D o) = () g8

Movimento libero: dipende da 0 Movimento forzato: dipende
linearmente da u(k) linearmente

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Movimento dell’uscita

k—1
y(k) = C Afzg+C Y A" "1 Bu(i) + Du(k)
1 =10
vy (k) yr(k)

D yk) = (k) + ysk)

Movimento libero: dipende da xq Movimento forzato: dipende
linearmente da u(k) linearmente

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Principio di sovrapp. degli effetti

’j’cék) >0 } :> :L‘,(k),y’(k), k>0
jé(k) e } w2 (k),y"(k), k > 0

x(k) = oa'(k) + B2" (k)
y(k) = ay'(k) + By" (k)

zo =@z( +Bif

u(k) = @u'(k) +Bu"(k),k > 0 }

Nota: la proprieta vale anche per sistemi non stazionari purché lineari.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Sistemi lineari stazionari MIMO

I ail1 -+ Qain | bi1 -+ Dim
A = : : }n B = : : : n
i an1l - Ann ] bnl bnm |
n m
C11 *** Cip } di1 -+ dim }
C = : : : P D = s s : p
| i <+ Cpm | dp1 dpm.
r(k+ 1) = Azxz(k) + Bu(k r € R"
y(k) = Cx(k) + Du(k) y € RP

Le formule valide nel caso SISO si applicano con ovvi cambiamenti.

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Rappresentazioni di stato equivalenti

{ z(k+1) = Az(k) + Bu(k) . T € R ", det(T) # O
y(k) = Cz(k) + Du(k)

E
{ Z(k+ 1) = T(Az(k) 4+ Bu(k)) = TAT1z(k) 4+ T Bu(k)

4 —15 1 j—l \_L—’
y(k) _EZ (k) -|'£ (k) i\ B
E C D
{ z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) 1 [ z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k) y(k) = Cz(k) + Du(k)

Notazione: (A,B,C,D) ~J (A,B,C,D)

r = 1% r=T"1%

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Esercizio “"per casa”

Considerare due descrizioni in equazioni di stato equivalenti per un sistema
dinamico lineare a tempo discreto

(A,B,C,D)N(A,E}C’D)

Mostrare che:
- se det(I — A) # 0 il guadagno statico f£ non cambia

- se fo S T:Co il movimento y(k) non cambia

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica
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Linearizzazione

Idea di base: vogliamo studiare il comportamento di un sistema

dinamico a tempo discreto, non lineare, nell’ intorno di una condizione
d’ equilibrio, descritta da

u(k) = 4,k >0
{ vk +1) = f(z(k),u(k))  _ (z.7)
y(k) = g(x(k),u(k)) £ =fle,u

y(z) ~ y(@) + fz(Z)(z — T)

Prof. Thomas Parisini
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Definiamo gli scostamenti rispetto all’ equilibrio:

du(k) ;== u(k) —u w(k) = ou(k) +
dwlh) i=wlh) =& m— z(k) = éx(k) +

S 21

B> r(k+1) =+ dx(k+1) = f(z+dx(k), utdu(k))
Wkﬂ) ~ f(/izﬂ’)/—l—fa;(i,ﬁ)ém(k)—i—fu(f,ﬂ)éu(k)

= T (equilibrio)

b 52(k 4 1) = fuo(F, @)da(k) + fu(@, @)oulk)

A B

Fondamenti di Automatica
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dove evidentemente:

of1 of1
0x1 Oxn
Ofn .. Ofa
oxrq Oxn
of1 0f1
ouq OUm
Ofn O fn
ouq Oum

Bl

Bl
]

4
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Fondamenti di Automatica
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Vediamo la trasformazione d’ uscita:

Sy(k) :=y(k) —y mmm)  y(k) =oy(k) +7

L y(k) = 54 dy(k) = g(F + dw(k), @ + ou(k))

0500 = 0o (7, W) (k) + gu(Z, W)u(k)

C D

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



dove:

gﬂ?(faa) =

gu(T,u) =

Prof. Thomas Parisini

091 dg1
9gp 9gp
ox1 Oz,
991 dg1
99p 9O9p
ouq OUm,

5l

S|

2l
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Sistema linearizzato:

{ z(k+1) = f(@(k),u(k)) z=f(z,0) wmd I
y(k) = g(z(k),u(k))

5 bk + 1) = fo(@ D)da(k) + ful® Dbu(k)
A B

Sy(k) = g2(F, Do (k) + gu(, Dou(k)

C D

( Sx(k+1) = Adz(k) 4+ Bou(k) zeR"
u € R™
| su(k) = Cox(k) + Douk) e

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



Parte 2, 117

Esempio Consideriamo ancora il sistema SISO non lineare

o1k + 1) = 1(8) + el — Bor(R))ea(B)+
21 (k)2 (k) + ulk)
{zo(k+1) = xa(k) — dxa(k) + nwi(k)za(k)

y(k) = xo(k) {0]
\ ra) —

S | O

T@E) = E(l_ﬁ_(g)
L ¥ n

Determiniamo le espressioni dei sistemi linearizzati in

corrispondenza dell’ ingresso e degli stato d’ equilibrio
considerati.

Prof. Thomas Parisini
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Quindi:

T gfl gh I
_ s r1 Oxo .
fx(wau) - an 3f2 -
| Ox1 Oz | T.7
_ [ 4a—2a821 —yap)  —7a

Prof. Thomas Parisini Fondamenti di Automatica



@ —

|
| E—— |
o+

T(3) =

(1-a)

0

Prof. Thomas Parisini
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7]
B

Ui

N
6|

_o
7
1
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Poi (tutte queste quantita non dipendono dallo stato di eq.): Parte 2, 120

_%&_ 1
— U -
— — — B
fu@ @ = | [O]
L Ju lzu
— =\ _ [ 0g Og o | -
gx(a:,u)—[aa:l 3@"2}5,'&_[0 1}5,5_[0 1}_0
_ o, _
gu(w,U)Za—g_:Oz,a:O:D
Ulz,u
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